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ABSTRAK
Konveksi merupakan perpindahan panas dari satu tempat ke tempat lain yang
disebabkan oleh pergerakan fluida. Solusi analitik pada persamaan konveksi dikem-
bangkan dari kenonlinieran Navier-Stokes yang selanjutnya diselesaikan dengan
menggunakan persamaan teori lapisan batas. Penelitian ini menjelaskan tentang
aliran steady pada lapisan batas dan perpindahan panas dari fluida viskoelastik
yang melewati silinder eliptik. Persamaan pembangun dibangun dari persamaan
kontinuitas, momentum, dan energi. Persamaan dimensional yang diperoleh
kemudian ditransformasikan ke bentuk non-dimensional dan dikelompokkan ke
dalam persamaan similaritas untuk mengetahui karakteristik aliran fluida. Karakter-
istik fisik aliran yang berupa profil kecepatan dan temperatur diselesaikan menggu-
nakan metode beda hingga eksplisit. Berdasarkan hasil numerik, ditunjukkan bahwa
untuk variasi bilangan Prandtl dan panjang sumbu silinder, distribusi kecepatan dan
temperatur semakin kecil saat bilangan nilai parameter semakin besar. Sedangkan
untuk variasi nilai viskoelastik, distribusi kecepatan dan temperatur semakin
besar seiring meningkatnya nilai viskoelastis, sedangkan kecepatanya semakin
kecil. Untuk variasi parameter sumber panas, distribusi kecepatan dan temperatur
meningkat saat parameter sumber panas semakin besar.
Kata kunci: fluida viskoelastik, metode beda hingga eksplisit, bilangan Prandtl
iii
iv
EFFECT OF VISCOELASTIC FLUID FLOW PAST AN
ELLIPTIC CYLINDER
Name : Annisa Dwi Sulistyaningtyas
NRP : 1213 2010 53
Supervisors : 1. Prof. Dr. Basuki Widodo, M.Sc.
2. Dr. Chairul Imron, M.I.Komp.
ABSTRACT
Convection is the heat transfer from one place to another place which is
caused by the movement of fluid. Analytical solution of the convection equation
is developed from nonlinear of Navier-Stokes then solved by using boundary
layer theory. This research considers the steady boundary layer flow and heat
transfer of viscoelastic fluid past an elliptic cylinder. The governing equations
are developed from continuity, momentum, and energy equations. Dimensional
equations are transformed into non-dimensional form and classified into the
similarity equations for showing the characteristics of fluid flow. Physical charac-
teristics such as velocity and temperature profiles are solved by using explicit
difference method. The numerical results show that for Prandtl number and the axis
of cylinder variation, the velocity and the temperature distributions decrease when
the parameter value increases. For while variation of viscoelastic value, temperature
distributions increase when viscoelastic value increases and the velocity decreases.
For variation of heat generation, velocity and temperature distributions increase
when heat generation parameter increases.
Keywords: viscoelastic fluid, explicit finite difference method, Prandtl numbers
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BAB I
PENDAHULUAN
Bab ini menjelaskan tentang latar belakang, batasan maslah, tujuan, manfaat,
dan konstribusi yang dapat diberikan dalam penelitian ini. Berikut ini dijelaskan
setiap bagian dalam beberapa subbab dibawah ini.
1.1 Latar Belakang
Konveksi merupakan perpindahan panas secara konvektif dari satu tempat
ke tempat lain yang disebabkan oleh pergerakan fluida. Pada umumnya bentuk
konveksi dibagi menjadi dua, yakni konveksi bebas (free convection) dan
konveksi paksa (forced convection). Konveksi bebas disebabkan oleh gaya apung
(buoyancy forces) yang dihasilkan dari perbedaan massa jenis, sesuai dengan
variasi suhu fluida. Sedangkan konveksi paksa terjadi pada saat fluida dipaksa
untuk mengalir di atas permukaan oleh sumber eksternal maupun internal. Sumber
eksternal bekerja pada saat fluida mengalir tanpa batasan benda padat atau dengan
kata lain fluida mengalir di atas permukaan bidang. Sumber internal bekerja
pada saat fluida mengalir di antara benda padat, misalnya mengalir melalui pipa
(Kasim,2014).
Banyak peneliti melakukan penelitian terhadap jenis-jenis konveksi terutama
untuk pengaplikasian teknik. Solusi analitik eksak pada persamaan konveksi juga
masih dikembangkan secara kompleks dari kenonlinieran pada Navier-Stokes dan
persamaan energi. Persamaan lapisan batas (boundary layer) sederhana merupakan
upaya awal untuk menghitung permasalahan tersebut. Lapisan batas adalah suatu
lapisan tipis pada permukaan padat dimana fluida mengalir yang dipengaruhi
oleh viskositas maupun gaya inersia benda tersebut. Proses perpindahan yang
berlangsung pada fluida dan benda padat dapat berupa perpindahan momentum,
massa, dan panas. Persamaan kontinuitas, momentum, dan energi didapatkan
dari hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum Termodinamika.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa selain aliran lapisan batas, terdapat lapisan
batas panas, dan pengaruh timbal balik dari lapisan-lapisan batas lainnya yang juga
harus dipertimbangkan. Teori mengenai lapisan batas digunakan pada berbagai
ilmu teknik dan sains, seperti hidrodinamik, aerodinamik, kendaraan bermotor,
dan teknik kelautan. Beberapa penelitian dengan menggunakan lapisan batas pun
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Gambar 1.1: Model fisik dari sistem koordinat silinder eliptik, (Ghasemi, 2012)
sudah sering dilakukan, contohnya aliran fluida pada pelat datar oleh Sharidan,
Amin dkk(2006), Bataller (2007), Amin dan Das (2013), dan Hussanan (2014)),
aliran fluida pada silinder sirkular oleh Anwar dkk (2008), dan aliran fluida pada
bola oleh Shafie (2005).
Penelitian mengenai perpindahan panas untuk fluida non-Newtonian sangat
kurang. Fluida non-Newtonian pada dasarnya mendefinisikan fluida yang memiliki
retensi memudarkan ”memori” dari alirannya (Brujan,2011). Berikut ini adalah
contoh dari fluida non-Newtonian dalam kehidupan sehari hari, yakni fluida
pseudoplastik, fluida shear-thinning, fluida viskoelastik, dan fluida thixotropik.
Fluida viskoelastik adalah tipe fluida non-Newton yang memiliki karakteristik
viskos (kental) dan elastis. Sekarang ini tipe fluida ini telah menarik perhatian
banyak peneliti karena aplikasi dari fluida ini sangat penting, terutama pada
pengeboran minyak, industri makanan dan kertas.
Pada penelitian ini, akan dibahas pengaruh sumber panas dan fluida viskoelastik
melewati silinder eliptik. Model fisik dari sistem koordinat silinder eliptik dapat
dilihat pada Gambar 1.1.
Aliran fluida viskoelastik tersebut menimbulkan lapisan batas
(boundary layer). Persamaan lapisan batas yang diperoleh selanjutnya ditrans-
formasikan kedalam bentuk non-dimensional dan selanjutnya ditransformasikan
kedalam himpunan persamaan lapisan batas tak-sama (non-similar). Persamaan
hasil transformasi kemudian diubah ke bentuk persamaan similaritas dan disele-
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saikan secara numerik menggunakan metode beda hingga eksplisit. Hasil numerik
yang diperoleh nantinya dapat berupa profil temperatur dan kecepatan fluida
dengan variasi bilangan Prandtl, nilai viskos, besar sumber panas (heat generation),
dan panjang sumbu.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang yang ada, permasalahan yang akan dibahas
dalam penelitian ini adalah
1. Bagaimana mendapatkan model matematika dari fluida viskoelastik yang
melewati silinder eliptik.
2. Bagaimana penyelesaian model matematika dengan menggunakan metode
beda hingga eksplisit (explicit finite difference method) untuk silinder eliptik.
3. Bagaimana hasil dan pengaruh fluida viskoelastik yang melewati silinder
eliptik.
1.3 Batasan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini dibatasi sebagai berikut:
1. Perpindahan panas yang terjadi adalah konveksi bebas.
2. Aliran yang diamati bersifat incompressible.
3. Aliran yang diamati adalah dalam kondisi steady.
4. Diasumsikan flux panas konstan.
5. Domain silinder eliptik tak ada batasan (domain tak hingga).
6. Adanya pengaruh dari sumber panas (heat generation).
7. Bagian daerah yang diteliti yaitu pada titik stagnasi terdekat dengan
blunt body (x ≈ 0).
8. Penyelesaian numerik menggunakan metode beda hingga eksplisit (explicit
finite difference method) FTCS.
9. Visualisasi hasil penelitian menggunakan software Matlab .
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1.4 Tujuan Penelitian
Dari perumusan masalah yang ada, maka tujuan dari penelitian ini adalah
1. Membangun model matematika dari fluida viskoelastik pada silinder eliptik.
2. Menyelesaikan model matematika yang diperoleh dengan menggunakan
skema Metode Beda Hingga Eksplisit (Explicit Finite Difference Method).
3. Menganalisa hasil dan pengaruh fluida viskoelastik melalui silinder eliptik.
1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah sebagai suatu bentuk
konstribusi dalam pengembangan ilmu Matematika terapan, khususnya aplikasi
metode beda hingga eksplisit pada permasalahan aliran fluida viskoelastik yang
melewati silinder eliptik dengan area penelitian terletak pada bagian lapisan batas.
1.6 Kontribusi Hasil Penelitian
Kontribusi hasil penelitian ini adalah menambah referensi di bidang ilmu
Matematika terapan khususnya di bidang fluida yaitu tentang karakteristik fluida
viskoelastik yang melewati silinder eliptik dengan adanya pengaruh sumber panas
(heat generation). Sehingga dapat dikembangkan untuk kepentingan yang lebih
bermanfaat, seperti pada bidang teknologi dan industri.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA DAN LANDASAN TEORI
Bab ini menjelaskan tentang penelitian terdahulu dan referensi yang digunakan
dalam melakukan penelitian. Berikut dijelaskan penelitian-penelitian yang
dilakukan sebelumnya dan referensi yang berkaitan dengan penyelesaian masalah
dalam penelitian ini.
2.1 Penelitian Terdahulu
Gambar 2.1: Distribusi kecepatan dengan variasi nilai γ pada fluida viskoelastik,
(Kasim, 2014)
Pada penelitian yang dilakukan oleh Kasim (2014) menjelaskan tentang fluida
viskoelastis pada pelat datar untuk masalah Blasius, mengelilingi silinder sirkular
dan bola dengan dua jenis aliran konveksi, yaitu konveksi bebas dan campuran.
Mula-mula persamaan lapisan batas ditransformasikan ke dalam bentuk non-
dimensional dan kemudian dikelompokkan ke dalam bentuk persamaan similaritas.
Hasil yang diperoleh diselesaikan dengan menggunakan skema metode beda
hingga kotak Keller. Hasil numeriknya menjelaskan tentang profil kecepatan dan
temperatur, skin friction, dan perpindahan panas untuk parameter yang berbeda dari
kondisi fisiknya, seperti viskoelastis, konveksi campuran, magnetik, pembangkit
panas, dan parameter berpori serta bilangan Prandtl. Pada semua kondisi tersebut,
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Tabel 2.1: Hasil penelitian Salleh dan Sarif yaitu nilai f ′′(0) dan θ0 dengan variasi
bilangan Prandtl saat K = 0 dan γ = 1 pada titik stagnasi (Sarif, 2013)
Pr
f”(0) θ0
Salleh and Present Salleh and Present
Nazar [9] results Nazar [9] results
0.5 26.7181 26.7182 92.1979 92.1980
1 11.8648 11.8648 35.4701 35.4701
2 5.7904 5.7903 15.7804 15.7803
3 3.9856 3.9856 10.5357 10.5357
7 2.0714 2.0714 5.2797 5.2797
10 1.5710 1.5711 4.2030 4.2031
kecepatan dan nilai skin friction menurun selama temperatur meningkat pada nilai
parameter viskoelastis. Pada kasus dinding temperatur, nilai perpindahan panas
menurun terhadap kenaikan nilai parameter viskoelastis. Sedangkan untuk flux
panas yang konstan, nilai perpindahan panas meningkat pada penambahan nilai
parameter viskoelastis. Pengaruh bilangan Prandtl pada fluida viskoelastis adalah
menurunkan profil kecepatan dan temperatur. Gambar 2.1 menunjukkan hasil
simulasi yang diperoleh dari perhitungan numerik.
Penelitian mengenai konveksi bebas pada silinder sirkular juga dilakukan
Gambar 2.2: Distribusi temperatur dinding untuk Pr = 1000 dengan variasi
parameter γ, (Sarif, 2013)
oleh Sarif dkk (2013). Penelitiannya menjelaskan tentang penyelesaian numerik
dari konveksi bebas melalui silinder sirkular dengan menggunakan metode Box-
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Keller. Hasil penelitiannya adalah nilai numerik dari skin friction dan temperatur
dinding pada titik stagnasi yaitu x ≈ 0 dengan variasi bilangan Prandtl. Tabel
2.1 menunjukkan hasil perbandingan dari koefisien gesekan dan temperatur dinding
pada titik stagnasi, sedangkan Gambar 2.2 menunjukkan tentang hasil simulasi yang
diperoleh pada penelitian ini.
Sedangkan penelitian yang dilakukan oleh Cheng (2012) menjelaskan
Gambar 2.3: Distribusi temperatur dengan pengaruh parameter termoforesis dan
gerak Brownian pada silinder eliptik, (Cheng, 2012)
tentang aliran konveksi bebas lapisan batas yang melalui silinder eliptik horisontal
pada nanofluid di media serap yang penuh dengan nanofluid dengan dinding
temperatur konstan dan dinding pecahan volume nanopartikel yang konstan
konstan. Pengaruh gerakan Brownian dan thermophoresis tergabung ke dalam
model untuk nanofluid.Selain itu, juga berpengaruh pada parameter thermophoresis
pada profil temperatur, pecahan volume nanopartikel, dan profil kecepatan
yang diberikan. Bilangan Nusselt diberikan sebagai fungsi dari parameter
thermophoresis, parameter Brownian, bilangan Lewis, dan perbandingan sumbu
utama dari silinder eliptik yaitu vertikal (orientasi slender) dan horisontal (orientasi
blunt). Hasil dari penelitian ini menyatakan bahwa bilangan Nusselt meningkat
sebagai parameter thermophoresis atau parameter Brownian menurun. Bilangan
Nusselt meningkat sebagai perbandingan buoyancy atau bilangan Lewis menurun.
Selain itu, bilangan Nusselt silinder eliptik dengan orientasi slnder lebih tinggi
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daripada bilangan Nusselt silinder eliptik dengan orientasi blunt, yaitu lebih lemah
setengah silinder. Gambar 2.3 menunjukkan hasil simulasi dari penelitian ini.
Selain itu, penelitian lain juga dilakukan oleh D’Alessio dan Perera (2009).
Gambar 2.4: Distribusi temperatur permukaan dengan variasi waktu untuk Gr =
104, Pr = 0.7, r = 0.5, dan η = 45◦ (D’Alessio, 2012)
Penelitian ini menjelaskan tentang konveksi bebas pada liran unsteady dari silinder
eliptik pada bilangan Grashof yang besar. Penelitian ini menyelesaikan tentang
masalah konveksi bebas pada aliran unsteady yang melewati silinder eliptic secara
numerik dan analitik. Penyelesaian secara analitik valid untuk waktu yang sedikit
dan bilangan Grashof besar serta diturunkan dan dibandingkan dengan penyelesaian
secara numerik yang menggunakan persamaan pembangun dari Navier-Stokes dan
persamaan energi. Persamaan tersebut ditunjukkan dalam bentuk streamfunction
dan kecepatan yang subjek penyelesaiannya no-slip dan flux panasnya konstan pada
permukaan dengan far-field dan kondisi awal yang diam. Perbandingan antara
penyelesaian analitik dan numerik sama seperti hasil pada eksperimen, sehingga
sesuai pada semua kasus. Gambar 2.4 menunjukkan hasil simulasi dari penelitian
dengan menggunakan parameter dari bilangan Grashof dan bilangan Prandtl.
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2.2 Persamaan Massa, Momentum, dan Energi
2.2.1 Persamaan Kekekalan Massa
Menurut Teorema Pengangkutan Reynold, (Potter dkk,2012):
DNsys
Dt
=
d
dt
∫
cv
ηρd∀+
∫
cs
ηρn¯ · VdA (2.1)
Suatu sistem berupa kumpulan partikel fluida, maka massa-nya dapat ditetapkan
sebagai berikut:
Dmsys
Dt
=
D
Dt
∫
sys
ρd∀ = 0 (2.2)
pada Persamaan (2.1), Nsys menunjukkan massa pada sistem, jika η = 1 maka
persamaan kekekalan massa menjadi:
d
dt
∫
cv
ρd∀+
∫
cs
ρn¯ · VdA = 0 (2.3)
dapat juga ditulis dalam bentuk ketetapan volume kendali berikut:∫
cv
∂ρ
∂t
d∀+
∫
cs
ρn¯ · VdA = 0 (2.4)
Pada aliran steady, persamaan kekekalan massa dapat ditulis:∫
cs
ρn¯ · VdA = 0 (2.5)
2.2.2 Persamaan Kekekalan Momentum
Pada hukum II Newton yang disebut persamaan momentum, didapat bahwa
resultan gaya berlaku pada sistem yang sama dengan tingkat perubahan momentum
dari sistem tersebut. Secara umum, persamaan momentum dapat ditulis sebagai
berikut (Potter dkk, 2012):
D
Dt
∫
sys
ρVd∀ = ΣF (2.6)
dengan menggunakan Persamaan (2.1) dan mengganti η denganV, maka persamaan
momentum untuk volume kendali dapat ditulis sebagai berikut:
d
dt
∫
cv
ρVd∀+
∫
cs
Vρ(V · n¯)dA = ΣF (2.7)
Gaya yang bekerja pada persamaan momentum antara lain gaya tekan (Fp), gaya
kental (Fk), dan gaya gravitasi (Fg). Untuk gaya tekan, digunakan deret Taylor
untuk mendapatkan komponen-komponen gaya tekan pada permukaan volume
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Gambar 2.5: Komponen gaya tekan pada sumbu x pada volume kendali
kendali. Sehingga, diperoleh gaya tekan permukaan pada sumbu x berikut ini
(Munson, 2002):
δFx =
[
P − ∂P
∂x
δx
2
]
δyδz −
[
P +
∂P
∂x
δx
2
]
δyδz
atau
δFx = −∂P
∂x
δxδyδz (2.8)
Dengan langkah yang sama, didapatkan resultan gaya tekan permukaan pada sumbu
y berikut ini:
δFy = −∂P
∂y
δxδyδz (2.9)
dan pada sumbu z
δFz = −∂P
∂z
δxδyδz (2.10)
Resultan gaya tekan (Fp) pada permukaan volume kendali dapat didefinisikan
sebagai berikut:
δFp = δFxiˆ+ δFy jˆ + δFzkˆ
atau
δFp = −
(
∂P
∂x
iˆ+
∂P
∂y
jˆ +
∂P
∂z
kˆ
)
δxδyδz (2.11)
dengan iˆ, jˆ, dan kˆ merupakan satuan vektor sepanjang sumbu koordinat. Dalam
bentuk vektor gradien, tekanan dapat ditulis sebagai berikut:
∂P
∂x
iˆ+
∂P
∂y
jˆ +
∂P
∂z
kˆ = ∇P (2.12)
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Dalam penelitian ini, diasumsikan bahwa aliran fluida yang dianalisis adalah aliran
fluida pada bidang xy. Sehingga, Persamaan (2.11) dan (2.12) dapat dinyatakan
dengan
δFp = −
(
∂P
∂x
iˆ+
∂P
∂y
jˆ
)
δxδy (2.13)
dan
∂P
∂x
iˆ+
∂P
∂y
jˆ = ∇P (2.14)
Berdasarkan Persamaan (2.13) dan (2.14), resultan gaya tekan pada permukaan per
satuan volume dapat dinyatakan sebagai berikut:
Gambar 2.6: Arah dan sistem koordinat dari komponen tegagan geser
δFp
δxδy
= −∇P (2.15)
Sedangkan untuk gaya kental (Fk) terdapat pengaruh dari tegangan geser. Arah
dari komponen tegangan geser ditunjukkan pada Gambar 2.6. Pada sisi ABCD
terdapat komponen tegangan geser yaitu τxx, τxy, dan τxz yang terletak pada sumbu
x positif. Sedangakan pada sisi A’B’C’D’ terdapat komponen tegangan geser pada
sumbu x negatif. Pada gaya permukaan digambarkan pada bentuk elemen kubikal
yang diasumsikan kecil. Gambar 2.7 menggambarkan komponen tegangan geser
secara umum, sehingga diperoleh komponen Fk pada sumbu x berikut ini:
δFkx =
(
τxx
∂x
+
τyx
∂y
+
τzx
∂z
)
δxδyδz (2.16)
pada sumbu y
δFky =
(
τxy
∂x
+
τyy
∂y
+
τzy
∂z
)
δxδyδz (2.17)
dan sumbu z
δFkz =
(
τxz
∂x
+
τyz
∂y
+
τzz
∂z
)
δxδyδz (2.18)
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Gambar 2.7: Komponen gaya kental berupa tegangan geser pada volume kendali
Resultan gaya kental pada permukaan dapat dinyatakan dengan:
δFk = δFkxiˆ+ δFky jˆ + δFkzkˆ (2.19)
Dalam penelitian ini, diasumsikan bahwa fluida mengalir pada bidang xy, maka
Persamaan (2.19) dapat dinyatakan sebagai berikut:
δFk = δFkxiˆ+ δFky jˆ (2.20)
2.2.3 Persamaan Energi
Banyak masalah fluida yang diselelesaikan dengan menggunakan hukum
termodinamika yang biasa disebut dengan persamaan energi. Pada kasus perpin-
dahan panas, seperti pada boiler atau kompressor, atau pekerjaan yang diselesaikan
dengan pompa atau turbin, dibutuhkan persamaan energi dalam proses penyelesa-
iannya. Selain itu, juga digunakan untuk menghubungkan tekanan dan kecepatan
ketika persamaan Bernoulli tidak digunakan. Hal itu yang menyebabkan pengaruh
kekentalan viscous tidak dapat diabaikan. Persamaan energi dalam bentuk volume
kontrol adalah sebagai berikut (Potter dkk, 2012):
Q˙− W˙ = D
Dt
∫
sys
eρd∀ (2.21)
12
dengan spesifik energi emeliputi spesifik energi kinetik V
2
2
, spesifik energi potensial
gz, dan spesifik energi internal u¯, sehingga dapat ditulis:
e =
V 2
2
+ gz + u˜ (2.22)
Dalam hal ini, tidak memasukkan bentuk energi lainnya, seperti energi yang
disebabkan karena adanya pengaruh magnetik atau elektrik, atau energi yang
disebabkan karena reaksi kimia. Bentuk dari volume kontrol untuk persamaan
energi dapat ditulis:
Q˙− W˙ = d
dt
∫
cv
eρd∀+
∫
cs
ρeV · n¯dA (2.23)
dengan Q˙ adalah besar perpindahan panas dan W˙ adalah besar usaha yang
dilakukan pada sistem yang didefinisikan sebagai berikut:
W˙ =
∫
cs
ρn¯ · VdA+ W˙s + W˙shear + W˙I (2.24)
Sehigga secara umum persamaan energi dapat ditulis sebagai berikut:
Q˙− W˙s − W˙shear − W˙I = d
dt
∫
cv
eρd∀+
∫ (
e+
p
ρ
)
ρV · n¯dA (2.25)
Besar usaha dibutuhkan untuk memindahkan gaya tekanan yang telah dipindahkan
ke sisi kanan, seperti fluks energi. Substitusikan Persamaan (2.22) ke Persamaan
(2.25), sehingga menghasilkan:
Q˙− W˙s − W˙shear − W˙I = d
dt
∫
cv
(
V 2I
2
+ gz + n¯
)
ρd∀+
+
∫
cs
(
V 2I
2
+ gz + u˜+
p
ρ
)
ρV.n¯dA (2.26)
Diasumsikan temperatur dari volume kendali tidak berubah, energi internal
tidak berubah, dan kehilangan keseimbangan perpidahan panas yang melintang
pada permukaan kendali. Perpindahan panas dapat dihasilkan dari proses konveksi,
radiasi, dan induksi di permukaan kendali. Pada penjelasan dalam mekanika fluida,
jumlah dari pengaruh tersebut disamaratakan dan dinotasikan dengan Q˙. Kemudian
didefinisikan losses sebagai jumlah dari semua bentuk energi yang tidak digunakan,
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maka:
losses = −Q˙+ d
dt
∫
cv
u˜ρdV +
∫
cs
u˜ρV. · n¯dA (2.27)
Maka persamaan energi dapat juga ditulis sebagai berikut:
−W˙s − W˙shear − W˙I = d
dt
∫
cv
(
V 2I
2
+ gz
)
ρd∀+
∫
cs
(
V 2I
2
+ gz +
p
ρ
)
ρV · n¯dA
+ losses (2.28)
atau
−ΣW = d
dt
∫
cv
(
V 2I
2
+ gz
)
ρd∀+
∫
cs
(
V 2I
2
+ gz +
p
ρ
)
ρV · n¯dA
+ losses (2.29)
Losses dipengaruhi oleh dua hal, yaitu:
1. Viskositas yang disebabkan oleh internal friction yang menghasilkan
peningkatan energi internal (temperatur meningkat) atau perpindahan panas
2. Perubahan geometri yang menghasilkan pemisahan aliran yang menghendaki
energi digunakan untuk mempertahankan hasil gerak yang kedua yaitu
menguraikan kekentalan
2.3 Konveksi
Konveksi perpindahan panas terjadi akibat gerakan molekular dan gerakan
fluida dalam jumlah besar. Konveksi perpindahan panas dikategorikan ke dalam
dua bentuk aliran, yaitu konveksi alami dan konveksi paksaan (Long dan Sayma,
2009).
2.3.1 Konveksi Alami
Pada konveksi alami atau konveksi bebas, gerakan fluida dipengaruhi oleh
perbedaan densitas dengan perubahan temperatur oleh pemanas atau pendingin.
Dengan kata lain, aliran fluida dipengaruhi oleh gaya Buoyancy. Gaya
Buoyancy disebabkan oleh kombinasi gradien densitas fluida dengan gaya tubuh
(body force) yang dapat memproposionalkan densitas. Kemudian perpindahan
panas membentuk aliran yang membawa energi dari titik dimana perpindahan panas
terjadi. Secara umum, kecepatan konveksi alami lebih kecil daripada yang terjadi
pada konveksi paksaan. Hal tersebut disebabkan karena koefisien perpindahan
panasnya lebih kecil.
Jika ρ∞ merupakan densitas ”undisturbed” fluida dingin dan ρ merupakan
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densitas dari fluida panas maka gaya Buoyancy per satuan volume F fluida adalah
sebagai berikut:
F = (ρ∞ − ρ)g (2.30)
dengan g adalah percepatan gravitasi. Sedangkan untuk variasi densitas dengan
temperatur adalah
ρ∞ = ρ(1 + β∆T ) (2.31)
dengan β merupakan koefisien perluasan suhu volumetric (1/K) dan ∆T
merupakan perbedaan temperatur antara dua area fluida. Jika Persamaan (2.31)
disubstitusikan ke Persamaan (2.30), maka gaya Buoyancy dapat ditulis:
F = ρgβ∆T (2.32)
2.3.2 Konveksi Paksa
Pada konveksi paksa, gerakan fluida dipengaruhi oleh gaya eksternal. Sebagai
contoh aliran udara yang disebabkan oleh kipas angin, angin, atau oleh gerakan
kendaraan, dan aliran air dengan pemanas, pendingin, penyuplai dan sistem
drainase. Dalam semua proses tersebut pergerakan fluidanya membawa energi, baik
sengaja maupun tidak.
Untuk mempermudah dalam melakukan analisa lebih kompleks tentang gejala
konveksi, digunakan parameter kendali dalam bentuk bilangan non-dimensional
yang relevan untuk konveksi, antara lain:
• Bilangan Reynolds, merupakan perbandingan gaya inersia dan gaya kental.
• Bilangan Prandtl, merupakan perbandingan antara diffusivitas momentum
dengan diffusivitas suhu.
• Bilangan Grashoft, merupakan perbandingan Buoyancy dengan gaya kental.
• Bilangan Nusselt, merupakan perbandingan konduksi dengan konveksi suhu.
• Bilangan Reyleigh, merupakan perbandingan suhu energi yang dibebaskan
oleh Buoyancy dengan energi yang berasal dari konduksi panas dan tarikan
viskos.
2.4 Viskositas
Pengukuran dari ketahanan fluida yang diubah baik dengan tekanan maupun
tegangan. Pada fluida, viskositas adalah kekentalan atau pergesekan internal.
Oleh karena itu, air yang tipis, memiliki viskositas lebih rendah, sedangkan
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madu yang kental, memiliki viskositas yang lebih tinggi. Sederhananya, semakin
rendah viskositas suatu fluida, semakin besar juga pergerakan dari fluida tersebut.
Viskositas menjelaskan ketahanan internal fluida untuk mengalir dan mungkin dapat
dipikirkan sebagai pengukuran dari pergeseran fluida. Sebagai contoh viskositas
yang tinggi dari magma akan menciptakan statovolcano yang tinggi dan curam
karena tidak dapat mengalir terlalu jauh sebelum mendingin, sedangkan viskositas
yang lebih rendah dari lava akan menciptakan volcano yang rendah dan lebar.
Seluruh fluida (kecuali superfluida) memiliki ketahanan dari tekanan sehingga
disebut kental, tetapi fluida yang tidak memiliki ketahanan tekanan dan tegangan
disebut fluida ideal.
2.5 Lapisan Batas (Boundary Layer)
Gambar 2.8: Lapisan batas pada permukaan yang melengkung
Boundary layer adalah suatu lapisan tipis pada permukaan padat tempat fluida
mengalir, dimana di dalam lapisan tersebut pengaruh viskositas maupun gaya
inersia sangat berpengauh. Lapisan batas laminar dapat dengan mudah diklasi-
fikasikan menurut struktur dan keadaan di mana mereka diciptakan. Lapisan
geser tipis (thin shear) yang berkembang pada tubuh yang berosilasi adalah
contoh dari lapisan batas Stokes, sedangkan lapisan batas Blasius mengacu pada
kesamaan solusi pada pelat datar yang terpasang berdekatan. Ketika fluida berputar
dan gaya viskus yang seimbang dengan efek Coriolis (bukan konvektifinersia),
bentuk lapisan Ekman. Dalam teori perpindahan panas, lapisan batas termal yang
terjadi.Permukaan dapat memiliki beberapa jenis lapisan batas secara bersamaan.
Gambar 2.8 menunjukkan lapisan batas pada permukaan yang melengkung dan
Gambar 2.9 menunjukkan lapisan batas pada permukaan yang berbentuk pelat datar.
Koefisien local skin friction merupakan bentuk dimensional dari dinding
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Gambar 2.9: Lapisan batas pada pelat datar
shearing stress. Biasanya dinotasikan dengan cf , yaitu:
cf =
τ0
1
2
ρU2∞
(2.33)
Jika dinding shear diintegrasikan sepanjang L, maka disebut bentuk
skin friction coefficient dan dinotasikan dengan Cf , yaitu:
Cf =
FD
1
2
ρU2∞L
(2.34)
2.6 Fluida
Zat yang tersebar di alam dibedakan dalam tiga fase, yaitu fase padat,cair,
dan gas. Karena fase cair dan gas memiliki karakter tidak mempertahankan
bentuk yang tetap, maka keduanya mempunyai kemampuan untuk mengalir, dengan
demikian keduanya disebut fluida. Fluida merupakan zat yang berubah bentuk
secara kontinu bila terkena tegangan geser, berapapun kecilnya tegangan geser
tersebut (Widodo,2012).
Perbedaan zat cair dan gas ialah zat cair merupakan zat yang tak mampu
mampat (incompressible), sedangkan gas merupakan zat yang mampu mampat
(compressible). Kemampatan adalah perubahan (pengecilan) volume karena adanya
perubahan (penambahan) tekanan. Untuk fluida cair, tekanan dapat diabaikan dan
viskositasnya akan turun dengan cepat bila temperaturnya dinaikkan.
Untuk fluida pada umumnya, tegangan dan laju regangan geser (gradient kecepatan)
dapat dikaitkan dalam suatu hubungan dalam bentuk (Munson,2004):
τ = µγ˙ (2.35)
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2.6.1 Fluida Newtonian
Fluida Newtonian (istilah yang diperoleh dari nama Isaac Newton) adalah suatu
fluida yang memiliki kurva tegangan/regangan yang linier. Contoh umum dari fluida
yang memiliki karakteristik ini adalah air. Keunikan dari fluida newtonian adalah
fluida ini akan terus mengalir sekalipun terdapat gaya yang bekerja pada fluida. Hal
ini disebabkan karena viskositas dari suatu fluida newtonian tidak berubah ketika
terdapat gaya yang bekerja pada fluida. Viskositas dari suatu fluida newtonian
hanya bergantung pada temperatur dan tekanan. Viskositas sendiri merupakan suatu
konstanta yang menghubungkan besar tegangan geser dan gradien kecepatan pada
persamaan
τ = µ
∂v
∂x
= linear
Pada fluida Newtonian, tekanan viskosnya proposional untuk ukuran deformasi.
Bentuk tiga dimensi dari viskositas hukum Newton untuk aliran tunak compressible
melibatkan dua konstanta yang proposional, yaitu viskositas dinamis (µ) untuk
menghubungkan tekanan pada deformasi linier dan viskositas yang kedua (λ)
untuk menghubungkan tekanan pada deformasi volumetrik. Kesembilan komponen
tekanan viskos dan enam diantaranya saling bergantung adalah sebagai berikut
(Versteg,1995):
τxx = 2µ
∂u
∂x
+ λ∇ · V, τyy = 2µ∂v
∂y
+ λ∇ · V, τzz = 2µ∂w
∂z
+ λ∇ · V
τxy = τyx = µ
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
τxz = τzx = µ
(
∂u
∂z
+
∂w
∂x
)
τyz = τzy = µ
(
∂v
∂z
+
∂w
∂y
)
(2.36)
Tidak banyak yang tahu tentang viskositas yang kedua (λ), karena pengaruhnya
kecil. Untuk gas, pendekatan nilainya adalah λ = −2
3
µ (Schichting, 1979). Gas
merupakan fluida incompressible yang persamaan kekekalan massanya berlaku
persamaan kontinuitas yaitu∇·V = 0 dan tekanan viskosnya hanya dua kali ukuran
lokal dari waktu deformasi linier viskositas dinamis.
2.6.2 Fluida Non-Newtonian
Fluida non-Newtonian adalah fluida yang akan mengalami perubahan viskositas
ketika terdapat gaya yang bekerja pada fluida tersebut. Hal ini menyebabkan
fluida non-Newtonian tidak memiliki viskositas yang konstan dan laju deformasi
berlangsung tak linier atau dengan kata lain tidak memenuhi hukum linierisasi
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Tabel 2.2: Klasifikasi fluida non-Newtonian
Tipe Fluida Perilaku Karakteristik Contoh
Plastis padat
Plastis sempurna Tegangan tidak menghasilkan Logam duktilregangan yang berkebalikan
Plastis Bingham
Tegangan geser dan regangan
Lumpu, beberapa koloid
memiliki hubungan linier bila
batas tegangan geser mulai
berpengaruh terlampaui
Yield pseudoplastis
Pseudoplastis yang melampaui
beberapa batas tegangan geser
mulai berpengaruh
Yield Dilatant
Dilatant yang melampaui
beberapa batas tegangan geser
mulai berpengaruh
Fluida eksponensial
Pseudoplastis
Pengurangan viskositas terlihat Beberapa koloid, tanah
dengan jelas dengan adanya liat, susu, gelatin,
peningkatan gaya geser darah
Dilatant
Peningkatan viskositas terlihat Larutan gula pekat
dengan jelas dengan adanya dalam air, suspense pati
peningkatan gaya geser beras atau pati jagung
Viskoelastis
Material Maxwell Kombinasi linier ”seri” Logam materialdari efek elastis dan viskos komposit
Fluida Oldroyd-B Kombinasi linier dari perilaku Bitumen, adonanMaxwell dan Newtonian nilon
Anelastis
Material kembali ke bentuk
awal bila gaya yang bekerja
dihilangkan
Viskositas yang
Rheopektik
Peningkatan viskositas terlihat
Beberapa lubrikan
bergantung waktu
dengan jelas seiring dengan lama
durasi tegangan
Tiksotropik
Penurunan viskositas terlihat Saus tomat dan
dengan jelas seiring dengan beberapa jenis
lama durasi tegangan madu
Newton.
τ = µ
∂v
∂x
= tak linear
Klasifikasi fluida non-Newtonian dijelaskan pada Tabel 2.2.
2.7 Metode Beda Hingga Eksplisit
Metode beda hingga eksplisit merupakan salah satu metode penyelesaian
persamaan parabolik. Jenis-jenis metode beda hingga eksplisit adalah sebagai
berikut (Hoffman dan Chiang,2000):
1. Metode FTCS (Forward Time Central Space)
Metode ini menggunakan pendekatan beda maju untuk turunan waktunya dan
beda pusat untuk turunan spasialnya.
un+1i = u
n
i +
α(∆t)
(∆x)2
(uni+1 − 2uni + uni−1) (2.37)
dengan order [(∆t), (∆x)2]. Metode ini stabil saat α∆t/(∆x)2 ≤ 1/2.
Gambar 2.10 menunjukkan tentang grid dari metode FTCS. Dalam penelitian
ini digunakan metode beda hingga ekplisit jenis FTCS untuk menyelesaikan
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model matematika pada kasus fluida viskoelastik yang melewati silinder
eliptik.
Gambar 2.10: Titik grid metode beda hingga eksplisit
2. Metode Richardson
Metode ini menggunakan pendekatan beda pusat pada turunan waktu dan
spasialnya. Model persamaan yang digunakan adalah sebagai berikut:
un+1i − un−1i
2∆t
= α
uni+1 − 2uni + uni−1
(∆x)2
(2.38)
dengan order [(∆t)2, (∆x)2]. Metode ini stabil bersyarat dan tidak
mempunyai nilai yang spesifik.
3. Metode Dufort-Frankel
Pada formulasi ini, turunan waktunya ∂u
∂t
didekati dengan beda pusat berorder
Gambar 2.11: Titik grid metode Dufort-Frankel
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(∆t)2. Order kedua pada turunan spasialnya juga didekati dengan beda
pusat berorder (∆x)2, karena pertimbangan stabilitas, uni dalam bentuk difusi
diganti dengan nilai rata-rata dari un+1i dan u
n−1
i . Formulasi ini merupakan
modifikasi dari metode Richardson, sehingga bentuk beda hingganya adalah
sebagai berikut:
un+1i − un−1i
2∆t
= α
uni+1 − 2u
n+1
i +u
n−1
i
2
+ uni−1
(∆x)2
(2.39)
atau dapat ditulis:
un+1i = u
n−1
i +
2α(∆t)
(∆x)2
[
uni+1 − un+1i − un−1i + uni−1
]
(2.40)
walaupun nilai n + 1 terletak pada bagian kanan, hanya letak dari i, maka
persamaan dapat diselesaikan secara eksplisit untuk ui yang tidak diketahui,
pada waktu ke n+ 1. Maka diperoleh:[
1 +
2α(∆t)
(∆x)2
]
un+1i =
[
1− 2α(∆t)
(∆x)2
]
un−1i +
2α(∆t)
(∆x)2
[
uni+1 + u
n
i−1
]
(2.41)
Metode ini menggunakan order [(∆t)2, (∆x)2, (∆t/∆x)2]. Formula ini stabil
tak bersyarat. Bentuk penambahan (∆t/∆x)2 termasuk dalam bentuk error
sebagai hasil dari analisa konsistensi. Gambar 2.11 menunjukkan titik grid
metode Dufort-Frankel.
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BAB III
METODE PENELITIAN
Bab ini menjelaskan tahap-tahap dalam melakukan penelitian dari tahap analisis
awal, tahap implementasi, dan tahap analisis akhir. Berikut dijelaskan tahap-
tahap penyelesaian permasalahan pada penelitian ini ke dalam beberapa subbab.
Berdasarkan Gambar 3.1 dan 3.2 dapat diketahui bahwa aliran fluida dari
Gambar 3.1: Model silinder eliptik tiga dimensi
Gambar 3.2: Model fisik dan sistem koordinat dari aliran yang melalui silinder
eliptik tampak dari depan
bawah ke atas mengalir dengan kecepatan U∞ dan dipengaruhi oleh gaya gravitasi,
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serta temperatur T∞. Karena pengaruh dari fluida viskoelastik yang dominan, maka
penelitian dilakukan di daerah lapisan batas dari silinder eliptik, yaitu pada titik
stagnasi bawah (x ≈ 0). Aliran fluida melewati silinder eliptik dengan panjang
sumbu a (normal terhadap aliran fluida) dan sumbu b (searah dengan aliran fluida).
Pada sistem koordinat tersebut, terdapat A yaitu sudut yang dibentuk antara garis
normal bagian luar silinder dengan garis vertikal lengkung bawah silinder dan B
merupakan sudut yang dibentuk antara sumbu b dengan garis normal dari sudut A.
Selain itu, pada aliran tersebut juga dipengaruhi oleh flux panas yang konstan qw.
Sesuai dengan rumusan masalah yang telah dijelaskan pada bab sebelumnya,
bahwa untuk membangun sebuah model matematika dari fluida viskoelastik pada
silinder eliptik dan mengetahui hasil serta pengaruhnya diperlukan persamaan
massa, momentum, dan energi. Selain itu, juga dipengaruhi oleh parameter non-
dimensional dan parameter yang berhubungan dengan kasus tersebut. Untuk
menjawab rumusan masalah tersebut, maka langkah-langkah yang akan dilakukan
pada penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Membangun model matematika dari persamaan massa, momentum, dan
energi dalam bentuk persamaan dimensional.
2. Mentransformasikan ke dalam bentuk non-dimensional dengan menggunakan
variabel non-dimensional yang telah ditentukan.
3. Mengubah ke persamaan similaritas dengan menggunakan fungsi aliran
(stream function).
4. Mencari pengaruh dari beberapa parameter, yaitu bilangan Prandtl, parameter
pembentukan panas, dan nilai viskoelastik.
5. Visualisasi aliran pada titik stagnasi bawah dari silinder eliptik. Proses visual-
isasi dilakukan dengan menggunakan software Matlab.
Pada penelitian ini akan dilakukan dalam bentuk simulasi numerik, sehingga
dilakukan tiga tahapan, yaitu tahap analisis awal, tahap implementasi, dan tahap
analisis akhir.
3.1 Tahap Analisis Awal
Pada tahap ini akan dianalisis parameter-parameter yang berhubungan dengan
temperatur dan kecepatan pada silinder eliptik. Beberapa rumus yang berhubungan
dengan gaya hambat tersebut antara lain:
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1. Skin friction coefficient, yaitu
Cf =
τw
ρ∞U2∞
(3.1)
2. Bilangan Grashoft, yaitu
Gr =
gβaqwa
3
kν2
(3.2)
3. Temperatur dinding, yaitu
θw =
aqw
k(Tw − T∞) (3.3)
4. Parameter viskoelastik, yaitu
K =
k0Gr
1/2
ρa2
(3.4)
5. Bilangan Prandtl, yaitu
Pr =
ν
α
(3.5)
6. Parameter pembentukan panas, yaitu
γ =
a2Q0
νCpGr1/2
(3.6)
Dari banyaknya parameter tersebut, apakah semua parameter mempengaruhi
besarnya temperatur dan kecepatan dalam penelitian ini, atau hanya beberapa saja.
3.2 Tahap Implementasi
Pada tahap ini, peneliti akan mengimplementasikan dan mengilustrasikan
kinerja skema numerik. Untuk aliran steady dan incompressible, maka digunakan
persamaan sebagai berikut (Ghasemi dkk, 2012):
f ′′′ + ff ′′ − (f ′)2 + θ sinA−K(2f ′f ′′′ − ff (4)− (f ′′)2) = 0, (3.7)
1
Pr
θ′′ + fθ′ + γθ = 0 (3.8)
Langkah-langkah yang dilakukan pada tahap implementasi, yaitu:
1. Perlu dilakukan proses grid terlebih dahulu karena persamaan diselesaikan
dengan menggunakan penyelesaian numerik.
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2. Proses pendiskritan persamaan pembangun dan menggunakan skema beda
hingga eksplisit FTCS.
3. Visualisasi aliran dari hasil numerik dengan menggunakan Matlab.
3.3 Tahap Analisis Akhir
Pada tahap ini, akan dijelaskan hasil dari tahap implementasi dengan berbagai
perbandingan parameter yang digunakan. Kemudian dijelskan juga hasil dan
pengaruh parameter-parameter tersebut kaitannya dengan fluida viskoelastik dan
perpindahan panasnya.
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BAB IV
MODEL MATEMATIKA
Pada penelitian ini digunakan beberapa persamaan pembangun untuk
membangun model matematika dari aliran fluida viskoelastik yang melewati
silinder eliptik. Adapun persamaan pembangun yang digunakan pada penelitian ini,
yaitu persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan persamaan energi. Berikut
akan diuraikan dari masing-masing persamaan tersebut.
4.1 Persamaan Kontinuitas
Sesuai dengan hukum konservasi massa, yaitu laju perubahan massa terhadap
waktu pada suatu sistem sama dengan nol atau secara matematis dapat ditulis (Potter
dkk, 2012):
DMsys
Dt
= 0 (4.1)
dengan massa dari suatu sistem dinyatakan dengan
Msys =
∫
sys
ρd∀ (4.2)
dengan ρ merupakan densitas fluida dan ∀ merupakan volume fluida. Dengan
mensubstitusikan Persamaan (4.1) ke Persamaan (4.2), maka diperoleh persamaan
sebagai berikut:
D
Dt
∫
sys
ρd∀ = 0 (4.3)
Gambar 4.1: (a) Bentuk kubikal elemen massa dari volume kendali (b) Komponen
massa dari elemen volume kendali pada sumbu x
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Dengan menggunakan teorema pengangkutan Reynolds, laju perubahan massa
terhadap waktu pada suatu sistem dapat ditulis dalam bentuk
DMsys
Dt
=
∂
∂t
∫
cv
ρd∀+
∫
cs
ρV · n¯dA (4.4)
Sehingga dengan mensubstitusikan Persamaan (4.4) ke Persamaan (4.1) diperoleh
persamaan
∂
∂t
∫
cv
ρd∀+
∫
cs
ρV · n¯dA = 0 (4.5)
Gambar 4.1a menunjukkan bentuk dari volume kendali. Pada bagian pusat
elemen terdapat densitas ρ dan komponen kecepatan u, v dan w. Karena elemen
diasumsikan kecil, Persamaan (4.5) dapat ditulis sebagai berikut:
∂
∂t
∫
cv
ρd∀ ≈ ∂ρ
∂t
δxδyδz (4.6)
Jumlah aliran massa pada permukaan elemen pada volume kendali dapat diperoleh
dari aliran sumbu koordinat yang digambarkan secara terpisah. Seperti pada
Gambar 4.1b, aliran pada sumbu x digambarkan dengan jumlah massa dari aliran
yang masuk dan keluar dari bagian pusat elemen, sehingga pada aliran yang keluar
didefinisikan:
ρu|x+ δx
2
= ρu+
∂(ρu)
∂x
δx
2
(4.7)
sedangkan untuk bagian aliran yang masuk
ρu|x− δx
2
= ρu− ∂(ρu)
∂x
δx
2
(4.8)
Karena V · n¯ didefinisikan sebagai besar proyeksi kecepatan airan fluida yang tegak
lurus dengan permukaan volume kendali, maka total aliran massa pada sumbu x
dapat didefinisikan sebagai berikut:[
ρu+
∂(ρu)
∂x
δx
2
]
δyδz −
[
ρu− ∂(ρu)
∂x
δx
2
]
δyδz =
∂(ρu)
∂x
δxδyδz (4.9)
Dengan langkah yang sama, didapatkan aliran massa pada sumbu y berikut ini:
∂(ρv)
∂y
δxδyδz (4.10)
28
dan aliran massa pada sumbu z
∂(ρw)
∂z
δxδyδz (4.11)
Total aliran massa pada aliran dapat ditulis sebagai berikut:[
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
+
∂(ρw)
∂z
]
δxδyδz (4.12)
Berdasarkan Persamaan (4.5),(4.6), dan (4.12) dapat disimpulkan bahwa persamaan
konservasi massa dari aliran adalah
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
+
∂(ρw)
∂z
= 0 (4.13)
Persamaan (4.13) biasa disebut persamaan kontinuitas. Dalam penelitian ini,
diasumsikan bahwa aliran fluida yang dianalisis adalah aliran fluida pada bidang
xy, maka Persamaan (4.13) dinyatakan dengan
∂ρ
∂t
+
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
= 0 (4.14)
Selanjutnya, diasumsikan dalam penelitian ini bahwa aliran fluida dalam kondisi
tunak (steady), yaitu aliran fluida tidak bergantung terhadap waktu. Sehingga
mengakibatkan ∂ρ
∂t
= 0. Maka Persamaan (4.14) dapat dinyatakan dengan
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
= 0
atau dalam bentuk vektor dapat ditulis dengan
∇ · ρV = 0 (4.15)
Dalam penelitian ini, juga diasumsikan bahwa aliran bersifat incompresible, yaitu ρ
konstan, maka Persamaan (4.15) dapat dinyatakan dengan
∇ · V = 0 (4.16)
Dalam bentuk skalar, Persamaan (4.16) dapat ditulis sebagai berikut:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0 (4.17)
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4.2 Persamaan Momentum
Berdasarkan hukum II Newton atau biasa disebut persamaan momentum, yaitu
jumlah gaya yang bekerja pada sistem sama dengan besar momentum yang berubah
pada sistem. Secara matematis dapat ditulis sebagai berikut (Potter dkk, 2012):
D
Dt
∫
sys
ρVd∀ =
∑
F (4.18)
atau dengan menggunakan teorema pengangkutan Reynolds, dapat dinyatakan ke
dalam bentuk volume kendali berikut ini:
∂
∂t
∫
cv
ρVd∀+
∫
cs
VρV · n¯dA =
∑
F (4.19)
dengan V · n¯ merupakan besarnya proyeksi kecepatan aliran fluida yang tegak
lurus dengan permukaan volume kendali. Bentuk integral permukaan kendali
menunjukkan flux momentum yang melewati permukaan kendali fluida yang masuk
maupun keluar.
Dengan menggunakan langkah yang sama dengan persamaan kontinuitas,
didapatkan persamaan momentum dalam bentuk vektor sebagai berikut:
∂ρ
∂t
V + ρ(V · ∇)V = Fp + Fk + Fg (4.20)
Dalam penelitian ini, diasumsikan bahwa aliran fluida dalam kondisi tunak (steady),
yaitu aliran tidak bergantung terhadap waktu (∂ρ
∂t
= 0) dan juga aliran fluida bersifat
incompressible, yaitu ρ konstan, maka Persamaan (4.20) menjadi
ρ(V · ∇)V = Fp + Fk + Fg (4.21)
Dengan Fp merupakan gaya tekan yang terjadi pada volume kendali, Fk merupakan
gaya kental yang terjadi pada volume kendali, dan Fg merupakan gaya gravitasi
yang terjadi pada volume kendali. Berdasarkan bentuk vektor dari Persamaan
(4,21), diperoleh bentuk skalar dari persamaan momentum pada sumbu x dan y
berikut ini:
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+ Fx
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂y
+
∂τxy
∂x
+
∂τyy
∂y
+ Fy (4.22)
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4.2.1 Persamaan Energi
Selain persamaan kontinuitas dan persamaan momentum, pada penelitian ini
juga digunakan persamaan energi. Hal tersebut dikarenakan pada aliran konveksi
bebas densitas berubah berubah terhadap temperatur. Sesuai dengan hukum
pertama Termodinamika yaitu laju perubahan terhadap waktu dari energi yang
tersimpan dari suatu sistem sama dengan jumlah dari laju netto dari pertambahan
perpindahan energi dari kalor ke dalam sistem dengan laju netto dari pertambahan
energi dari usaha yang dipindahkan ke dalam sistem. Secara matematis dapat ditulis
sebagai berikut (Munson, 2002):
D
Dt
∫
sys
eρd∀ =
(∑
Q˙out −
∑
Q˙in
)
sys
+
(∑
W˙out −
∑
W˙in
)
sys
(4.23)
atau dapat dinyatakan dengan
D
Dt
∫
sys
eρd∀ =
(
Q˙innetto + W˙innetto
)
sys
(4.24)
Selanjutnya, berdasarkan teorema pengangkutan Reynolds pada suatu sistem
kendali, maka didapatkan persamaan berikut ini:
D
Dt
∫
sys
eρd∀ = ∂
∂t
∫
cv
eρd∀+
∫
cs
eρV · n¯dA (4.25)
Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.25) ke Persamaan (4.24) didapatkan bentuk
persamaan volume kendali dan permukaan kendali untuk hukum pertama Termodi-
namika sebagai berikut:
∂
∂t
∫
cv
eρd∀+
∫
cs
eρ(V · n¯)dA =
(
Q˙innetto + W˙innetto
)
cv
(4.26)
Karena dalam penelitian ini benda diasumsikan dalam kondisi tak bergerak (diam),
maka tidak terjadi usaha pada sistem. Sehingga mengakibatkan W˙ = 0, maka
Persamaan (4.26) menjadi
∂
∂t
∫
cv
eρd∀+
∫
cs
eρV · n¯dA = (Q˙innetto)cv (4.27)
atau dalam bentuk persamaan volume kendali, dapat ditulis
∂
∂t
∫
cv
eρd∀+
∫
cv
∇ · (eρV)d∀ =
∫
cv
∇ · (k∇T )d∀+
∫
cv
q˙d∀ (4.28)
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Dengan ∇ · (k∇T ) adalah konduksi panas yang terjadi pada volume kendali dan q˙
adalah sumber panas (heat generation) pada volume kendali. Sehingga Persamaan
(4.28) dapat dinyatakan dengan
ρ
(
∂e
∂t
+∇ · (eV)
)
= ∇ · (k∇T ) + q˙ (4.29)
berdasarkan sifat divergensi, diketahui bahwa (Sen, 1996):
∇ · (eV) = V · (∇e) + e(∇ · V) (4.30)
selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan kontinuitas yaitu Persamaan (4.16)
ke Persamaan (4.30), diperoleh peramaan berikut ini:
∇ · eV = V · (∇e) + e(∇ · V)
= V · (∇e) + 0
= V · (∇e)
Sehingga Persamaan (4.29) dapat dinyatakan sebagai berikut:
ρ
(
∂e
∂t
+ V · (∇e)
)
= ∇ · (k∇T ) + q˙ (4.31)
Selanjutnya, karena variasi tekanan pada aliran tidak cukup berpengaruh pada
termodinamika. Diketahui bahwa hubungan antara spesifik energi internal, e,
dengan spesifik entalpi, hˆ adalah sebagai berikut (Lienhard, 2008):
hˆ = e+
P
ρ
(4.32)
karena pengaruh dari tekanan fluida dan massa jenis diabaikan, maka perubahan
energi dapat didekati dengan perubahan entalpi sebagai berikut:
∂e = ∂hˆ− ∂
(
P
ρ
)
≈ ∂hˆ (4.33)
dengan mensubstitusikan Persamaan (4.33) ke Persamaan (4.31), maka diperoleh
persamaan
ρ
(
∂hˆ
∂t
+ V · (∇hˆ)
)
= ∇(k∇T ) + q˙ (4.34)
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selanjutnya substitusikan ∂hˆ ≈ Cp∂T ke Persamaan (4.45),sehingga didapat
persamaan berikut ini:
ρCp
(
∂T
∂t
+ V · (∇T )
)
= ∇ · (k∇T ) + q˙ (4.35)
karena aliranya merupakan aliran konveksi dengan heat generation, didefinisikan
bahwa
q˙ = Q0(T − T∞) untuk T ≥ T∞ (4.36)
dengan Q0 merupakan konstanta heat generation, sehingga Persamaan (4.35)
menjadi
ρCp
(
∂T
∂t
+ V · (∇T )
)
= ∇ · (k∇T ) +Q0(T − T∞) (4.37)
dengan
V · (∇T ) = (vxiˆ+ vy jˆ) ·
(
∂T
∂x
iˆ+
∂T
∂y
jˆ
)
=
(
vx
∂T
∂x
+ vy
∂T
∂y
)
=
(
u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
)
dan
∇ · (k∇T ) = k∇ · (∇T )
= k
(
∂
∂x
iˆ+
∂
∂y
jˆ
)
·
(
∂T
∂x
iˆ+
∂T
∂y
jˆ
)
= k
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
)
Maka Persamaan (4.37) menjadi
ρCp
(
∂T
∂t
+ u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
)
= k
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y
)
+Q0(T − T∞) (4.38)
kemudian bagi kedua ruas dengan ρCp, sehingga didapat:(
∂T
∂t
+ u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
)
=
k
ρCp
(
∂2T
∂x2
+
∂2T
∂y2
)
+
Q0
ρCp
(T − T∞) (4.39)
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karena ∂
2T
∂x2
 ∂2T
∂y2
dan k
ρCp
= α, maka pada kondisi steady Persamaan (4.39)
menjadi (
u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
)
= α
∂2T
∂y2
+
Q0
ρCp
(T − T∞) (4.40)
4.2.2 Temperatur Dinding
Pada penelitian ini terjadi perpindahan panas di permukaan silinder eliptik pada
aliran konveksi bebas, sehingga menimbulkan temperatur pada dinding silinder
(θw). Menurut Anwar,dkk (2001), persamaan temperatur didefinisikan sebagai
berikut:
θw =
aqw
k(Tw − T∞) (4.41)
dengan
qw = T − T∞ (4.42)
kemudian dengan mensubstitusikan Persamaan (4.42) ke Persamaan (4.41),
diperoleh persamaan temperatur dinding berikut ini:
θw =
a(T − T∞)
k(Tw − T∞) (4.43)
dengan mendefinisikan
θ =
T − T∞
Tw − T∞ (4.44)
maka Persamaan (4.43) dapat ditulis
θw =
a
k
θ (4.45)
karena θw ∼= θ, maka
θw = θ(x, y) (4.46)
pada titik stagnasi bawah, yaitu x ≈ 0, didapatkan persamaan dinding sebagai
berikut:
θw = θ(0) (4.47)
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BAB V
PENYELESAIAN MODEL MATEMATIKA
Bab ini menjelaskan tentang penurunan model matematika yang telah diperoleh
dari bab sebelumnya dan tahap-tahap transformasi persamaan dari persamaan
dimensional ke persamaan non-dimensional, pengelompokan ke persamaan
similaritas, dan penyelasain numerik dengan menggunakan metode beda hingga
eksplisit FTCS.
5.1 Penurunan Persamaan Pembangun
Gambar 5.1: Model fisik dan sistem koordinat silinder sirkular
Persamaan pembangun yang meliputi persamaan kontinuitas, persamaan
momentum, dan persamaan energi dibahas pada bab ini. Dalam penelitian
sebelumnya (Kasim, 2014) telah dijelaskan mengenai pengaruh fluida viskoe-
lastis pada silinder sirkular dan Gambar 5.1 menunjukkan model fisik dan
sistem koordinat dari silinder sirkular tersebut. Berikut ini persamaan-
persamaan pembangun yang digunakan pada aliran fluida yang bersifat steady dan
incompressible:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0 (5.1)
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ρ(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+ Fx (5.2)
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂y
+
∂τxy
∂x
+
∂τyy
∂y
+ Fy (5.3)
u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
= α
∂2T
∂y2
+
Q0
ρCp
(T − T∞) (5.4)
5.1.1 Persamaan Momentum
A. Persamaan Momentum pada Sumbu x
Berdasarkan Persamaan (5.2), yaitu
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+ Fx (5.5)
terdapat komponen dari tegangan shear yaitu τxx dan τyx. Persamaan konstitutif
dari variabel Cauchy tegangan shear untuk fluida Walter-B didefinisikan sebagai
berikut:
τ = µ0(2d)− k0(2dˆ) (5.6)
Pada kasus ini, variabel atas turunan konveksi didefinisikan:
dˆ = V · ∇(d)− (d) · (∇V)T −∇V · (d) (5.7)
atau
dˆij = V · ∇(dij)− (dij)(∇V)T −∇ · V(dij)
= V · ∇(dij)− ∂vj
∂xm
dim − ∂vi
∂xm
dmj (5.8)
dengan V = (u, v, 0) merupakan kecepatan, maka komponen tegangan adalah
sebagai berikut:
τij = µ0(2dij)− k0
(
∂2dij
∂t
+ V · ∇(2dij)− (2dij) · (∇V)T −∇V · (2dij)
)
= 2µ(dij)− 2k0
(
∂dij
∂t
+ V · ∇(dij)− (dij) · (∇V)T −∇V · (dij)
)
pada kondisi steady didapat persamaan:
τij = 2µ0(dij)− 2k0
(
V · ∇(dij)− (dij) · (∇V)T −∇V · (dij)
)
(5.9)
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dengan dij didefinisikan:
dij =
1
2
[
∂Vj
∂xi
+
∂Vi
∂xj
]
i = x, y; j = x, y (5.10)
Dengan menggunakan Persamaan (5.9) dan (5.10), didapat komponen tegangan
geser sebagai berikut:
τxx = 2µ0
[
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
))
−(
∂vj
∂xi
dii +
∂vj
∂xj
dij
)
−
(
∂vi
∂xi
dij +
∂vi
∂xj
djj
)]
= 2µ0
[
1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)]
− 2k0
[
V · ∇
[
1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)]
−(
∂u
∂x
· 1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)
+
∂u
∂y
· 1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
))
−
(
∂u
∂x
· 1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)
+
∂u
∂y
· 1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))]
= 2µ0
∂u
∂x
− 2k0
[
u
∂2u
∂x2
+ v
∂2u
∂x∂y
−
(
∂u
∂x
· ∂u
∂x
+
1
2
∂u
∂y
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
))
−(
∂u
∂x
· ∂u
∂x
+
1
2
∂u
∂y
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))]
maka diperoleh nilai dari τxx adalah
τxx = 2µ0
∂u
∂x
−2k0
[
u
∂2u
∂x2
+v
∂2u
∂x∂y
−2
((
∂u
∂x
)2
+
1
2
∂u
∂y
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))]
, (5.11)
dengan cara yang sama, dicari nilai dari τyx. Karena τyx = τxy (Lampiran 1),
sehingga didapat persamaan sebagai berikut:
τxy = 2µ0
[
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
))
−
(
∂vj
∂xi
dii +
∂vj
∂xj
dij
)
−(
∂vi
∂xi
dij +
∂vi
∂xj
djj
)]
= 2µ0
[
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
))
−(
∂v
∂x
1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)
+
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
))
−
(
∂u
∂y
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
+
∂u
∂y
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
)]
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τxy = µ0
[
∂v
∂x
+
∂u
∂y
]
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−
∂u
∂x
∂v
∂x
− 1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
− ∂v
∂y
∂u
∂y
]
Berdasarkan Persamaan (4.17) yaitu persamaan kontinuitas, maka diperoleh nilai
dari τxy sebagai berikut:
τxy = µ0
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−(
∂u
∂x
∂v
∂x
+
∂v
∂y
∂u
∂y
)]
(5.12)
Kemudian lakukan penurunan pada Persamaan (5.11) terhadap sumbu x sebagai
berikut:
τxx
∂x
= 2µ0
∂2u
∂x2
− 2k0
[
∂u
∂x
∂2u
∂x2
+ u
∂3u
∂x3
+
∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
+ v
∂3u
∂x2∂y
−
2
(
2
∂u
∂x
∂2u
∂x2
−
(
∂2u
∂x∂y
∂u
∂y
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
−
(
∂2u
∂x∂y
∂v
∂x
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
)]
sehingga didapat persamaan
∂τxx
∂x
= 2µ0
∂2u
∂x2
− k0
[
−6∂u
∂x
∂2u
∂x2
+ 2u
∂3u
∂x3
+ 2v
∂3u
∂x2∂y
− 4 ∂
2u
∂y∂x
∂u
∂y
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x2
]
,
(5.13)
dengan cara yang sama, lakukan penurunan untuk Persamaan (5.12) terhadap
sumbu y seperti berikut:
∂τxy
∂y
= µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− 2k0
[
1
2
(
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+ u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ u
∂3v
∂x2∂y
)
+
1
2
(
∂v
∂y
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
)
−
(
∂2u
∂x∂y
∂v
∂x
+
∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
+
∂2v
∂y2
∂u
∂y
+
∂v
∂y
∂2u
∂y2
)]
maka didapatkan
∂τxy
∂y
= µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− k0
[
u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ u
∂3v
∂x2∂y
+
v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
− 2∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
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∂v
∂y
∂2u
∂y2
− 2∂u
∂y
∂2v
∂y2
]
(5.14)
Dengan mensubstitusikan Persamaan (5.13) dan (5.14) ke Persamaan (5.5),
diperoleh:
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+
(
2µ0
∂2u
∂x2
− k0
[
−6∂u
∂x
∂2u
∂x2
+ 2u
∂3u
∂x3
+ 2v
∂3u
∂x2∂y
−
4
∂2u
∂y∂x
∂u
∂y
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x2
])
+
(
µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−
k0
[
u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ u
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
− 2∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
−
2
∂u
∂y
∂2v
∂y2
)
+ Fx
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2v
∂x∂y
)
−
k0
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ u
(
∂3u
∂x3
+
∂3v
∂x2∂y
)
+ v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
+ v
(
2
∂3u
∂x2∂y
+
∂3v
∂x∂y2
)
− ∂u
∂x
(
4
∂2u
∂x2
+ 2
∂2u
∂x2
+
2
∂2v
∂x∂y
)
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+ 2
∂2v
∂y2
)
−
2
∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
]
+ Fx
=
∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
+ µ0
(
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
−
k0
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ u
(
∂2
∂x2
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
+
v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
+ v
(
∂2
∂x∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
−
∂u
∂x
(
4
∂2u
∂x2
+ 2
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
−
2
∂u
∂y
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
−
∂v
∂y
∂2u
∂y2
]
+ Fx
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karena sesuai dengan persamaan kontinuitas, yaitu
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0,
atau dapat ditulis
∂v
∂y
= −∂u
∂x
sehingga persamaan momentum ke arah sumbu x adalah sebagai berikut:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
[
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+
v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
+
∂2v
∂x2
)
−
2
∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
− ∂u
∂x
(
3
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
+
1
ρ
Fx (5.15)
karena gaya yang bekerja pada kasus ini dalah gaya gravitasi, maka didefinisikan
F = ρg, dengan F = (Fx, Fy, 0) dan g = (−gx,−gy, 0), maka Persamaan (5.15)
dapat ditulis:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
[
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
−
∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
+
∂2v
∂x2
)
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
− ∂u
∂x
(
3
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
− gx
(5.16)
(5.17)
B. Persamaan Momentum pada Sumbu y
Pada Persamaan (5.3) telah diketahui persamaan awal momentum pada sumbu
y. Terdapat komponen tegangan geser yaitu τxy dan τyy. Sama halnya dengan
langkah yang dilakukan terhadap persamaan momentum pada sumbu x, diperoleh
persamaan-persamaan tegangan geser sebagai berikut:
τyy = 2µ0
[
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
))
−(
∂vj
∂xi
dji +
∂vj
∂xj
djj
)
−
(
∂vi
∂xi
dij +
∂vi
∂xj
djj
)]
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τyy = 2µ0
[
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
)]
− 2k0
[
V · ∇
[
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
)]
−(
∂v
∂x
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
))
−
(
∂v
∂x
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
+
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
))]
= 2µ0
∂v
∂y
− 2k0
[
u
∂2v
∂x∂y
+ v
∂2v
∂y2
−
(
∂v
∂x
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
))
−(
∂v
∂x
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
)]
= 2µ0
∂v
∂y
− 2k0
[
u
∂2v
∂x∂y
+ v
∂2v
∂y2
−
(
1
2
∂v
∂x
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+
(
∂v
∂y
)2)
−(
1
2
∂v
∂x
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
+
(
∂v
∂y
)2)]
maka diperoleh persamaan
τyy = 2µ0
∂v
∂y
− 2k0
[
u
∂2v
∂x∂y
+ v
∂2v
∂y2
− 2
(
1
2
∂v
∂x
(
∂u
∂y
− ∂v
∂x
))
− 2
(
∂v
∂y
)2]
(5.18)
Kemudian dilakukan penurunan pada Persamaan (5.12) terhadap sumbu x dan
Persamaan (5.18) terhadap sumbu y, sehingga didapatkan:
∂τxy
∂x
= µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− k0
[(
u
∂3u
∂x2∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
)
+
(
u
∂3v
∂x3
− ∂u
∂x
∂2v
∂x2
)
+(
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂y2∂x
)
+
(
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂x2∂y
)
− 2∂
2u
∂x2
∂v
∂x
−
2
∂2u
∂x∂y
∂v
∂y
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
]
(5.19)
dan
∂τyy
∂y
= 2µ0
∂2v
∂y2
− k0
[
2u
∂3u
∂x∂y2
+ 2v
∂3v
∂y3
− 2∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ 4
∂v
∂x
∂2v
∂x2
− 6∂v
∂y
∂2v
∂y2
]
(5.20)
Dengan mensubstitusikan Persamaan (5.19) dan (5.20) ke Persamaan (5.3)
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diperoleh persamaan berikut ini:
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂y
+
(
µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− k0
[(
u
∂3u
∂x2∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
)
+(
u
∂3v
∂x3
− ∂u
∂x
∂2v
∂x2
)
+
(
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂y2∂x
)
+
(
∂3v
∂x2∂y
+
v
∂3v
∂x2∂y
)
− 2∂
2u
∂x2
∂v
∂x
− 2 ∂
2u
∂x∂y
∂v
∂y
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
])
+(
2µ0
∂2v
∂y2
− k0
[
2u
∂3u
∂x∂y2
+ 2v
∂3v
∂y3
− 2∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ 4
∂v
∂x
∂2v
∂x2
−
6
∂v
∂y
∂2v
∂y2
])
+ Fy
= −∂P
∂y
+ µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
+ 2
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3v
∂x3
+
2
∂3v
∂x∂y2
)
+ v
(
∂3u
∂x∂y2
+
∂3v
∂x2∂y
+ 2
∂3v
∂y3
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
−
∂2v
∂x2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
− ∂v
∂x
(
∂2u
∂y2
+ 3
∂2v
∂x∂y
+ 2
∂2u
∂x2
)
−
∂v
∂y
(
2
∂2u
∂x∂y
+ 6
∂2v
∂y2
)]
+ Fy
= −∂P
∂y
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
+ µ0
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
−
k0
[
u
(
∂3v
∂x3
+
∂3v
∂x∂y2
)
+ u
(
∂2
∂x∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
+
v
(
∂3v
∂x2∂y
+
∂3v
∂y3
)
+ v
(
∂2
∂y2
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
+
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂u
∂x
∂2v
∂x2
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
− ∂v
∂x
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−
2
∂v
∂x
(
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
− 2∂v
∂y
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
−
∂v
∂y
(
4
∂2v
∂y2
)]
+ Fy
karena sesuai dengan persamaan kontinuitas, yaitu
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0,
atau dapat ditulis
∂v
∂y
= −∂u
∂x
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sehingga didapat persamaan momentum terhadap sumbu y sebagai berikut:
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
= −1
ρ
∂P
∂y
+
µ0
ρ
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
ρ
[
u
(
∂3v
∂x3
+
∂3v
∂x∂y2
)
+
v
(
∂3v
∂x2∂y
+
∂3v
∂y3
)
+
∂u
∂x
(
3
∂2v
∂y2
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+
1
ρ
Fy (5.21)
karena gaya yang bekerja pada kasus ini dalah gaya gravitasi, maka didefinisikan
F = ρg, dengan F = (Fx, Fy, 0) dan g = (−gx,−gy, 0), maka Persamaan (5.21)
dapat ditulis:
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
= −1
ρ
∂P
∂y
+
µ0
ρ
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
ρ
[
u
(
∂3v
∂x3
+
∂3v
∂x∂y2
)
+
v
(
∂3v
∂x2∂y
+
∂3v
∂y3
)
+
∂u
∂x
(
3
∂2v
∂y2
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
− gy (5.22)
C. Persamaan Lapisan Batas
Persamaan momentum pada Persamaan (5.17) dan (5.22) tidak mudah untuk
diselesaikan. Oleh karena itu, dibutuhkan konsep teori lapisan batas (Prandtl, 1904).
Dari teori tersebut, persamaan Navier-Stokes yang kompleks dapat disederhanakan
dengan melakukan pendekatan yang disebut persamaan lapisan batas (Bejan, 2004).
Persamaan lapisan batas pada momentum diperoleh dari proses penyederhanaan
sesuai dengan besarnya permintaan di setiap masing-masing persamaan. Proses
penyederhanaan menggunakan konsep lapisan batas ditunjukkan oleh Ozisik (1985)
dan Kasim (2014). Selanjutnya, Persamaan (5.17) dan (5.22) diukur dalam bentuk
1 dan ∆ sebagai berikut:
u ∼ 1, x ∼ 1, v ∼ ∆, y ∼ ∆, k0
ρ
∼ ∆2, µ0
ρ
∼ ∆2, g ∼ 1 (5.23)
sehingga diperoleh persamaan:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
[
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
− gx
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dengan mengganti µ0
ρ
= ν, maka didapat persamaan
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
[
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
− gx
Akibat dari proses penyederhanaan dengan teori persamaan lapisan batas,
persamaan momentum pada sumbu y dapat diabaikan (Lampiran 4). Maka
persamaan momentum yang digunakan adalah sebagai berikut:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+ ν
[
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
− gx (5.24)
Pada aliran konveksi bebas, tekanan (P ) pada Persamaan (5.24) merupakan
kombinasi dari tekanan hidrostatis (Ph) dan tekanan dinamis (Pd) (Leal, 1992).
Maka tekanan (P ) dapat ditulis:
P = Ph+ Pd
Tekanan Ph merupakan tekanan hidrostatis pada medium tak gerak (diam).
Sehingga besar gravitasi yang diberikan ∇Ph = ρ∞g, dengan ρ∞ adalah densitas
fluida. Oleh karena g bergerak ke bawah dan sumbu x ke atas, maka besarnya
tekanan adalah sebagai berikut (Kays et al.,2005):
∂Ph
∂x
= −ρ∞gx (5.25)
sehingga Persamaan (5.24) dapat ditulis:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂Pd
∂x
+ ν
[
∂2u
∂y2
]
+ gx
1
ρ
(ρ∞ − ρ)− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
(5.26)
Pada Persamaan (5.26) ditunjukkan bahwa tekanan hidrostatis dengan gaya benda
pada fluida menggambarkan pergerakan fluida. Menurut Merkin dan Pop (1988),
tekanan dinamis diasumsikan kecil, sehingga dapat diabaikan.
Berdasarkan pendekatan Boussinesq, semua variabel berpengaruh kecuali untuk
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densitas pada persamaan momentum yang diabaikan. Pendekatan ini digunakan
untuk mendekati perbedaan densitas yang menyebabkan aliran akibat interaksi
antara gaya gravitasi benda dan tekanan hidrostatis, seperti pengaruh temperatur.
Menurut Leal (1992), nilai maksimum dari (T − T∞) diasumsikan kecil dan sesuai
dengan deret Taylor didefinisikan sebagai berikut:
ρ∞
ρ
= 1 + β(T − T∞) +O(T − T∞)2 (5.27)
atau dapat ditulis:
(ρ∞ − ρ)
ρ
= β(T − T∞) (5.28)
dan percepatan gravitasi yang digunakan adalah:
gx = −gsin
(
x
a
)
(5.29)
dengan a adalah radius silinder.
Dengan mensubstitusikan Persamaan (5.28) dan (5.29) ke Persamaan (5.26),
didapatkan persamaan momentum untuk aliran lapisan batas konveksi bebas pada
kondisi tunak (steady) yang melalui silinder adalah sebagai berikut:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= ν
[
∂2u
∂y2
]
+ gβ(T − T∞)sin
(
x
a
)
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+
v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
(5.30)
5.1.2 Persamaan Energi
Berdasarkan penurunan rumus pada Bab IV, yaitu pada Persamaan (4.40),
diperoleh persamaan energi sebagai berikut:
u
∂T
∂x
+ v
∂T
∂y
= α
∂2T
∂y2
+
Q0
ρCp
(T − T∞) (5.31)
Sehingga pada persamaan bentuk dimensional, yaitu pada persamaan kontinuitas
(5.1), persamaan momentum (5.30), dan persamaan energi (5.31) yang dilam-
bangkan dengan notasi ′ − ′, maka diperoleh persamaan pembangun berikut ini:
∂u¯
∂x¯
+
∂v¯
∂y¯
= 0 (5.32)
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u¯
∂u¯
∂x¯
+ v¯
∂u¯
∂y¯
= ν
[
∂2u¯
∂y¯2
]
+ gβ(T¯ − T¯∞)sin
(
x¯
a
)
− k0
ρ
[
u¯
(
∂3u¯
∂x¯∂y¯2
)
+v¯
∂3u¯
∂y¯3
− ∂u¯
∂y¯
(
∂2u¯
∂y¯∂x¯
)
+
∂u¯
∂x¯
(
∂2u¯
∂y¯2
)]
(5.33)
u¯
∂T¯
∂x¯
+ v¯
∂T¯
∂y¯
= α
∂2T¯
∂y¯2
+
Q0
ρCp
(T¯ − T¯∞) (5.34)
dan diberikan kondisi batas:
u¯ = v¯ = 0,
∂T¯
∂y¯
= −qw
k
untuk y¯ = 0,
u¯ = 0,
∂u¯
∂y¯
= 0, T¯ = T¯∞ untuk y →∞ (5.35)
dengan koordinat kartesius x¯ diukur sepanjang permukaan silinder mulai dari titik
stagnasi bawah silinder dan koordinat y¯ diukur normal terhadap permukaan silinder.
u¯ dan v¯ merupakan komponen kecepatan sepanjang sumbu x¯ dan y¯. Pada kasus ini,
Q0 konstan, boleh bernilai positif atau negatif, yaitu Q0 > 0 untuk heat generation
dan Q0 < 0 untuk heat absorption.
Kemudian dilakukan transformasi dari persamaan pembangun dimensional pada
Persamaan (5.32) sampai (5.34) ke bentuk non-dimensional. Berikut variabel-
variabel non-dimensional yang digunakan:
v =
a
ν
Gr−1/4v¯, θ = T¯ − T¯∞/qwa/k
x =
x¯
a
, y = Gr1/4
(
y¯
a
)
, u =
a
ν
Gr−1/2u¯ (5.36)
dengan Gr = gβ(aqw/k)a3/ν2. Substitusikan Persamaan (5.36) ke Persamaan
(5.32) sampai (5.34), sehingga diperoleh persamaan berikut ini:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0, (5.37)
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
=
∂2u
∂y2
−K
(
∂
∂x
(
u
∂2u
∂y2
)
+ v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
+ θ sinx (5.38)
u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ (5.39)
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dengan mensubstitusikan Persamaan (5.35) dan Persamaan (5.36), diperoleh
kondisi batas sebagai berikut:
u = v = 0, θ
′
= −1 untuk y = 0
u = 0,
∂u
∂y
= 0, θ = 0 untuk y →∞ (5.40)
dengan Pr,K dan γ adalah parameter dimensional untuk bilangan Prandtl, nilai
kekentalan (viscoelastic value), dan heat generation, yang didefinisikan sebagai
berikut:
Pr =
ν
α
, K =
k0Gr
1/2
ρa2
, γ =
a2Q0
νρCpGr1/2
(5.41)
Selanjutnya menyelesaiakan Persamaan (5.37) sampai (5.39) dengan memper-
hatikan kondisi batas pada Persamaan (5.40) dan variabel berikut:
ψ = xf(x, y), θ = θ(x, y), (5.42)
dengan ψ adalah fungsi aliran yang didefinisikan:
u =
∂ψ
∂y
, v = −∂ψ
∂x
, (5.43)
dengan melakukan substitusi pada Persamaan (5.42) dan (5.43) ke Persamaan (5.37)
sampai (5.39), diperoleh persamaan-persamaan berikut:
∂3f
∂y3
+ f
∂2f
∂y2
−
(
∂f
∂y
)2
− x
(
∂f
∂y
∂2f
∂x∂y
− ∂f
∂x
∂2f
∂y2
)
+
θ sin(x)
x
−
Kx
(
∂2f
∂x∂y
∂3f
∂y3
+
∂f
∂y
∂4f
∂x∂y3
− ∂f
∂x
∂4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
∂3f
∂x∂y2
)
−
K
(
2
∂f
∂y
∂3f
∂y3
− f ∂
4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
∂2f
∂y2
)
= 0, (5.44)
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ f
∂θ
∂y
+ γθ − x
(
∂f
∂y
∂θ
∂x
− ∂f
∂x
∂θ
∂y
)
= 0 (5.45)
dengan kondisi batas yang diperoleh dari hasil substitusi Persamaan (5.42) dan
(5.43) ke Persamaan (5.40) berikut ini:
f =
∂f
∂y
= 0, θ
′
= −1 untuk y = 0,
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∂f
∂y
= 0,
∂2f
∂y2
= 0, θ = 0 untuk y →∞ (5.46)
Pada titik stagnasi bagian terdekat dengan blunt body (x ≈ 0) dan sesuai dengan
kondisi batas pada Persamaan (5.46), maka Persamaan (5.44) dan (5.45) dapat
dinyatakan dengan
f
′′′
+ ff ′′ − (f ′)2 + θ −K(2f ′f ′′′ − ff (4) − (f ′′)2) = 0, (5.47)
1
Pr
θ
′′
+ fθ
′
+ γθ = 0, (5.48)
dengan kondisi batas:
f(0) = f ′(0) = 0, θ
′
(0) = −1
f ′(∞) = 0 f ′′(∞) = 0, θ(∞) = 0, (5.49)
dengan tanda (’) menunjukkan turunan terhadap y, sedangkan kuantitas fisik dalam
kasus ini adalah koefisien skin friction (Cf ) dan temperatur dinding (θw). Kedua
kuantitas tersebut didefinisikan sebagai berikut:
Cf =
τw
ρU2∞
dan θw =
aqw
k(Tw − T∞) (5.50)
dengan
τw = µ
(
∂u¯
∂y¯
)
y¯=0
+ k0
(
u¯
∂2u¯
∂x¯∂y¯
+ v¯
∂2u¯
∂y¯2
+ 2
∂u¯
∂x¯
∂u¯
∂y¯
)
y¯=0
, qw = −k
(
∂T¯
∂y¯
)
y¯=0
(5.51)
dengan mensubstitusikan variabel pada Persamaan (5.36) dan kondisi batas
pada Persamaan (5.35) ke Persamaan (5.51) dan mensubstitusikanya kembali ke
Persamaan (5.50), maka diperoleh:
Cf = xf
′′(x, 0), dan θw = θ(x, 0) (5.52)
5.2 Skema Numerik Metode Beda Hingga Eksplisit
Pada penelitian ini, metode numerik yang digunakan untuk menyelesaikan
model matematika adalah metode beda hingga eksplisit FTCS. Pada Gambar 5.2
ditunjukkan skema numerik dari metode beda hingga eksplisit FTCS. Berdasarkan
Persamaan (5.47), dilakukan proses numerik sebagai berikut:
f ′ = p
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Gambar 5.2: Skema Beda Hingga Eksplisit FTCS
f = p∆y (5.53)
Sehingga Persamaan (5.47) dapat dinyatakan dengan:
p′′ + p∆yp′ − p2 + θ −K(2pp′′ − p∆yp′′′ − (p′)2) = 0 (5.54)
Berikut skema beda hingga yang digunakan dalam proses diskritisasi pada
Persamaan (5.54):
Skema beda hingga pusat untuk turunan pertama:
∂p
∂y
∣∣∣∣
yi
=
pi+1 − pi−1
2∆y
+O(∆y2) (5.55)
Skema beda hingga pusat untuk turunan kedua:
∂2p
∂y2
∣∣∣∣
yi
=
pi+1 − 2pi + pi−1
∆y2
+O(∆y2) (5.56)
Skema beda hingga pusat untuk turunan ketiga:
∂3p
∂y3
∣∣∣∣
yi
=
pi+2 − 2pi+1 + 2pi−1 − pi−2
2∆y3
+O(∆y2) (5.57)
dengan mensubstitusikan Persamaan (5.55) sampai (5.57) ke Persamaan (5.54),
maka diperoleh pendiskritan persamaan berikut ini:
pi+1 − 2pi + pi−1
∆y2
+ pi∆y
pi+1 − pi−1
2∆y
− p2i + θ −K
(
2pi
pi+1 − 2pi + pi−1
∆y2
−
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pi∆y
pi+2 − 2pi+1 + 2pi−1 − pi−2
2∆y3
−
(
pi+1 − pi−1
2∆y
)2)
= 0 (5.58)
misal:
A =
1
∆y2
(5.59)
dengan melakukan substitusi Persamaan (5.59) ke Persamaan (5.58), maka didapat:
A(pi+1 − 2pi + pi−1) + 1
2
pi(pi+1 − pi−1)− p2i + θi − 2KApi(pi+1 − 2pi + pi−1) +
1
2
KApi(pi+2 − pi+1 + pi−1 − pi−2) + 1
4
KA(p2i+1 − 2pi+1pi−1 + p2i−1) = 0
atau dapat ditulis
p2i = A(pi+1 − 2pi + pi−1) +
1
2
pi(pi+1 − pi−1) + θi − 2KApi(pi+1 − 2pi + pi−1) +
1
2
KApi(pi+2 − pi+1 + pi−1 − pi−2) + 1
4
KA(p2i+1 − 2pi+1pi−1 + p2i−1)
= Api+1 − 2Api + Api−1 + 1
2
pipi+1 − 1
2
pipi−1 + θi − 2KApipi+1 + 4KAp2i −
2KApipi−1 +
1
2
KApipi+2 − 1
2
KApipi+1 +
1
2
KApipi−1 − 1
2
KApipi−2 +
1
4
KAp2i+1 −
1
2
KApi+1pi−1 +
1
4
KAp2i−1
= Api+1 + (−2A)pi + Api−1 +
(
1
2
− 5
2
KA
)
pipi+1 +
(
−1
2
− 3
2
KA
)
pipi−1 + θi +
4KAp2i +
1
2
KApipi+2 − 1
2
KApipi−2 +
1
4
KAp2i+1 −
1
2
KApi+1pi−1 +
1
4
KAp2i−1
dengan melakukan pengelompokan variabel p2i , didapatkan persamaan:
(1− 4KA)p2i = Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + (1− 3KA)pipi+1 +
(−1−KA)pipi−1 + θi + 1
2
KApipi+2 − 1
2
KApipi−2 +
1
4
KAp2i+1 −
1
2
KApi+1pi−1 +
1
4
KAp2i−1
misal:
B =
1
2
− 5
2
KA, C = −1
2
− 3
2
KA, D = KA, E = 1− 4KA (5.60)
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sehingga diperoleh
p2i =
(
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi +
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
atau dapat ditulis
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi +
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
(5.61)
Selanjutnya dilakukan proses iterasi dengan menggunakan metode iterasi Gauss-
Seidel untuk i = 1, 2, 3, ...,M , sehingga diperoleh persamaan-persamaan berikut:
Saat i=1
Sesuai dengan kondisi batas pada Persamaan (5.49), maka nilai dari pi−1 = 0 dan
pi−2 = pi. Sehingga Persamaan (5.61) dapat dinyatakan dengan
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Bpipi+1 + θi +
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi +
1
4
Dp2i+1
)
/E
) 1
2
Saat i=2
Dengan mensubstitusikan nilai pi−2 = 0, maka diperoleh persamaan
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi +
1
2
Dpipi+2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
Saat i=M-1
Dengan mensubstitusikan nilai pi+2 = pi, diperoleh persamaan
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi +
1
2
Dpipi − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
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Saat i=M
Dengan mensubstitusikan nilai pi+2 = pi dan pi+1 = pi−1, maka diperoleh
persamaan
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi +
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
sedangkan untuk persamaan energi:
1
Pr
(
θi+1 − 2θi + θi−1
∆y2
)
+ fi
(
θi+1 − θi−1
2∆y
)
+ γθi = 0
misal:
r1 =
1
Pr∆y2
, r2 =
1
2∆y
(5.62)
sehingga diperoleh persamaan
r1(θi+1 − 2θi + θi−1) + r2fi(θi+1 − θi−1) + γθi = 0
r1θi+1 − 2r1θi + r1θi−1 + r2fiθi+1 − r2fiθi−1 + γθi = 0
atau dapat ditulis
θi =
(r1 + r2fi)θi+1 + (r1 − r2fi)θi−1
(2r1 − γ) (5.63)
Selanjutnya dilakukan iterasi dengan memperhatikan kondisi batas pada Persamaan
(5.49).
Saat i=1
Ubah θi−1 dengan θi+1 + 2∆y, sehingga diperoleh persamaan berikut:
θi =
(r1 + r2fi)θi+1 + (r1 − r2fi)θi+1 + 2∆y
(2r1 − γ)
Saat i=M
Ubah θi+1 dengan 0, maka didapat:
θi =
(r1 − r2fi)θi−1
(2r1 − γ)
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5.3 Penyelesaian Model Matematika untuk Silinder Eliptik
Pada kasus dengan media silinder eliptik, terdapat panjang sumbu a dan b yang
berbeda. Gambar 5.3 menunjukkan model fisik dan sistem koordinat dari silinder
eliptik. Gambar tesrsebut juga menjelaskan bahwa aliran fluida mengalir dari
Gambar 5.3: Model fisik dan sistem koordinat silinder eliptik
bawah ke atas, sehingga terdapat pengaruh gaya gravitasi. Silinder eliptik tersebut
mempunya panjang sumbu a dan panjang sumbu b. Sedangkan A adalah sudut yang
dibentuk oleh garis normal bagian luar (outward) dari silinder dengan garis vertikal
bagian lengkung bawah (downward). Berdasarkan gambar sistm koordinat tersebut,
maka dapat didefinisikan (Cheng,2012):
gx = −g sinA (5.64)
dengan
sinA =
b
a
sinB
(1− e2 sin2B) 12 (5.65)
dengan mensubstitusikan Persamaan (5.28) dan (5.65) ke Persamaan (5.26), didapat
persamaan berikut ini:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= ν
[
∂2u
∂y2
]
+ gβ(T − T∞) sinA− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+
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v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
Pada bentuk dimensional, dapat ditulis
u¯
∂u¯
∂x¯
+ v¯
∂u¯
∂y¯
= ν
[
∂2u¯
∂y¯2
]
+ gβ(T¯ − T¯∞) sinA− k0
ρ
[
u¯
(
∂3u¯
∂x¯∂y¯2
)
+v¯
∂3u¯
∂y¯3
− ∂u¯
∂y¯
(
∂2u¯
∂y¯∂x¯
)
+
∂u¯
∂x¯
(
∂2u¯
∂y¯2
)]
(5.66)
dengan kondisi batas:
u¯ = v¯ = 0,
∂T¯
∂y¯
= −qw
k
untuk y¯ = 0,
u¯ = 0,
∂u¯
∂y¯
= 0, T¯ = T¯∞ untuk y →∞ (5.67)
selanjutnya ditransformasikan ke bentuk non-dimensional dengan memperhatikan
variabel-variabel non-dimensional pada Persamaan (5.36), diperoleh persamaan
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
=
∂2u
∂y2
−K
(
∂
∂x
(
u
∂2u
∂y2
)
+ v
∂3u
∂y3
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
+ θ sinA (5.68)
dengan kondisi batas
u = v = 0, θ
′
= −1 untuk y = 0
u = 0,
∂u
∂y
= 0, θ = 0 untuk y →∞ (5.69)
Selanjutnya ditransformasikan ke dalam bentuk fungsi aliran (stream function)
sebagai berikut:
ψ = xf(x, y), θ = θ(x, y), (5.70)
dengan ψ adalah fungsi aliran yang didefinisikan:
u =
∂ψ
∂y
, v = −∂ψ
∂x
, (5.71)
sehingga didapat persamaan
∂3f
∂y3
+ f
∂2f
∂y2
−
(
∂f
∂y
)2
− x
(
∂f
∂y
∂2f
∂x∂y
− ∂f
∂x
∂2f
∂y2
)
+ θ sinA−
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Kx
(
∂2f
∂x∂y
∂3f
∂y3
+
∂f
∂y
∂4f
∂x∂y3
− ∂f
∂x
∂4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
∂3f
∂x∂y2
)
−
K
(
2
∂f
∂y
∂3f
∂y3
− f ∂
4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
∂2f
∂y2
)
= 0, (5.72)
dengan kondisi batas:
f =
∂f
∂y
= 0, θ
′
= −1 untuk y = 0,
∂f
∂y
= 0,
∂2f
∂y2
= 0, θ = 0 untuk y →∞ (5.73)
Sehingga pada titik stagnasi bagian terdekat dengan blunt body, dapat diasumsikan
bahwa x ≈ 0, maka diperoleh persamaan sebagai berikut:
f
′′′
+ ff ′′ − (f ′)2 + θ sinA−K(2f ′f ′′′ − ff (4) − (f ′′)2) = 0, (5.74)
dengan kondisi batas:
f(0) = f ′(0) = 0, θ
′
(0) = −1
f ′(∞) = 0 ′′(∞) = 0, θ(∞) = 0, (5.75)
5.3.1 Penyelesaian Numerik
Sama halnya dengan model matematika dari silinder sirkular, yaitu dilakukan
diskritisasi menggunakan metode beda hingga eksplisit FTCS.
f ′ = p
f = p∆y (5.76)
Dengan mensubstitusikan Persamaan (5.76) ke Persamaan (5.74), diperoleh
persamaan
p′′ + p∆yp′ − p2 + θ sinA−K(2pp′′ − p∆yp′′′ − (p′)2) = 0 (5.77)
Selanjutnya dilakukan substitusi Persamaan (5.55) sampai (5.57) ke Persamaan
(5.77), sehingga didapatkan diskritisasi persamaan berikut ini:
pi+1 − 2pi + pi−1
∆y2
+ pi∆y
pi+1 − pi−1
2∆y
− p2i + θi sinA−K
(
2pi
pi+1 − 2pi + pi−1
∆y2
−
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pi∆y
pi+2 − 2pi+1 + 2pi−1 − pi−2
2∆y3
−
(
pi+1 − pi−1
2∆y
)2)
= 0 (5.78)
misal:
A =
1
∆y2
(5.79)
dengan melakukan substitusi Persamaan (5.79) ke Persamaan (5.78), maka didapat:
A(pi+1 − 2pi + pi−1) + 1
2
pi(pi+1 − pi−1)− p2i + θi sinA− 2KApi(pi+1 −
2pi + pi−1) +
1
2
KApi(pi+2 − pi+1 + pi−1 − pi−2) + 1
4
KA(p2i+1 −
2pi+1pi−1 + p2i−1) = 0
atau dapat ditulis
p2i = A(pi+1 − 2pi + pi−1) +
1
2
pi(pi+1 − pi−1) + θi sinA− 2KApi(pi+1 −
2pi + pi−1) +
1
2
KApi(pi+2 − pi+1 + pi−1 − pi−2) + 1
4
KA(p2i+1 −
2pi+1pi−1 + p2i−1)
= Api+1 − 2Api + Api−1 + 1
2
pipi+1 − 1
2
pipi−1 + θi sinA− 2KApipi+1 +
4KAp2i − 2KApipi−1 +
1
2
KApipi+2 − 1
2
KApipi+1 +
1
2
KApipi−1 −
1
2
KApipi−2 +
1
4
KAp2i+1 −
1
2
KApi+1pi−1 +
1
4
KAp2i−1
= Api+1 + (−2A)pi + Api−1 +
(
1
2
− 5
2
KA
)
pipi+1 +
(
−1
2
− 3
2
KA
)
pipi−1 +
θi sinA+ 4KAp2i +
1
2
KApipi+2 − 1
2
KApipi−2 +
1
4
KAp2i+1 −
1
2
KApi+1pi−1 +
1
4
KAp2i−1
dengan melakukan pengelompokan variabel p2i , didapatkan persamaan:
(1− 4KA)p2i = Api+1 + (−2A)pi + Api−1 +
(
1
2
− 5
2
KA
)
pipi+1 +(
−1
2
− 3
2
KA
)
pipi−1 + θi sinA+
1
2
KApipi+2 − 1
2
KApipi−2 +
1
4
KAp2i+1 −
1
2
KApi+1pi−1 +
1
4
KAp2i−1
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misal:
B =
1
2
− 5
2
KA, C = −1
2
− 3
2
KA, D = KA, E = 1− 4KA (5.80)
sehingga diperoleh
p2i =
(
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi sinA+
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
atau dapat ditulis
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi sinA+
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
(5.81)
Selanjutnya dilakukan proses iterasi dengan menggunakan metode iterasi Gauss-
Seidel untuk i = 1, 2, 3, ...,M , sehingga diperoleh persamaan-persamaan berikut:
Saat i=1
Sesuai dengan kondisi batas pada Persamaan (5.75), maka nilai dari pi−1 = 0 dan
pi−2 = pi. Sehingga Persamaan (5.81) dapat ditulis:
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Bpipi+1 + θi sinA+ 1
2
Dpipi+2 −
1
2
Dpipi +
1
4
Dp2i+1
)
/E
) 1
2
Saat i=2
Dengan mensubstitusikan nilai pi−2 = 0, maka diperoleh persamaan:
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi sinA+
1
2
Dpipi+2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
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Saat i=M-1
Dengan mensubstitusikan nilai pi+2 = pi, diperoleh persamaan:
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi sinA+
1
2
Dpipi − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
Saat i=M
Dengan mensubstitusikan nilai pi+2 = pi dan pi+1 = pi−1, maka diperoleh
persamaan:
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi sinA+
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
Algorithm 1 Algoritma Penyelesaian Numerik dengan Menggunakan Matlab
Set Input: nilai variasi parameter, ketebalan lapisan batas (∆y), panjang ketebalan lapisan batas (y).
procedure
Kondisi awal p(i),f(i), dan θ(i)
for itmax = 1 sampai 5000 do
for i = 1 sampai M do
pi =
((
Api+1 + (−2A)pi + Api−1 + Bpipi+1 + Cpipi−1 + θi sinA+
1
2
Dpipi+2 − 1
2
Dpipi−2 +
1
4
Dp2i+1 −
1
2
Dpi+1pi−1 +
1
4
Dp2i−1
)
/E
) 1
2
θi = ((r1 + r2fi)θi+1 + (r1 − r2fi)θi−1)/((2r1 − γ)
if i = 1 then
pi−1 ← 0
pi−2 ← pi
θi−1 ← θi+1 + 2∆y
if i = 2 then
pi−2 ← 0
if i = M − 1 then
pi+2 ← pi
if i = M then
pi+1 ← pi−1
pi+2 ← pi
θi+1 ← 0
end if
end if
end if
end if
end for
end for
end procedure
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5.4 Algoritma
Pada penelitian ini digunakan penyelesaian numerik untuk menyelesaikan
permasalahan dari model matematika yang telah didapatkan sebelumnya.
Algoritma yang digunakan dalam menyelesaikan permasalah ini dijelaskan pada
Algorithm 1.
5.5 Hasil Numerik
Tabel 5.1: Nilai temperatur dinding pada titik stagnasi (x ≈ 0) dengan variasi
bilangan Prandtl ketika K = 0 dan γ = 1
Pr
Nilai θ(0)
Salleh dan Sarif Annisa
Nazar (2010) (2013) (2015)
0.5 92.1979 92.1980 92.1367
1 35.4701 35.4701 35.4422
2 15.7804 15.7803 15.7655
3 10.5357 10.5357 10.5141
Pada bagian ini, ditunjukkan profil temperatur dan kecepatan aliran fluida
dengan variasi bilangan Prandtl, parameter sumber panas (heat generation), nilai
viskoelastik, dan panjang sumbu silinder. Tabel 5.1 menunjukkan nilai temperatur
dinding (θw pada titik stagnasi (x ≈ 0) dengan K = 0 dan γ = 1 yang dihasilkan
dari penelitian ini dan hasil yang diperoleh dari penelitian sebelumnya yaitu
penelitian Salleh dan Nazar (2010) dan Sarif (2013). Berdasarkan hasil penelitian
ini, saat Pr = 0.5 nilai dari temperatur dindingnya 92.1367, sedangkan hasil dari
Salleh dan Nazar adalah 92.1979 dan hasil dari Sarif adalah 92.1980. Terdapat
selisih nilai ±0.06 dikarenakan penelitian ini menggunakan beda hingga order
kedua, sedangkan penelitian Salleh dan Sarif menggunakan beda hingga order
pertama.
Selanjutnya dijelaskan mengenai hasil distribusi temperatur dan kecepatan
yang terjadi pada titik stagnasi yang terdekat dengan dinding silinder eliptik.
Gambar 5.4 dan 5.5 menunjukkan tentang profil kecepatan dan temperatur aliran
fluida viskoelastik dengan variasi nilai viskos, yaitu K = 5, 6, 7, 8 dengan nilai
γ = 1, Pr = 1, a = 10, dan b = 5. Gambar 5.4 menunjukkan kecepatan
berkurang seiring dengan bertambahnya nilai viskos (K). Hal tersebut dikarenakan
timbulnya gaya gesek antara dinding benda dan fluida yang dapat menghambat
aliran fluida, sehingga semakin besar nilai K, semakin berkurang kecepatan yang
dihasilkan. Besar kecepatan maksimumnya mencapai 12. Sedangkan Gambar 5.5
yaitu tentang profil temperatur fluida menyimpulkan bahwa distribusi temperatur
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Gambar 5.4: Profil kecepatan aliran fluida viskoelastik dengan variasi nilai viskos
Gambar 5.5: Profil temperatur aliran fluida viskoelastik dengan variasi nilai viskos
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Gambar 5.6: Profil kecepatan pada fluida viskoelastik dengan variasi parameter
pembentukan panas (γ)
fluida meningkat ketika nilai viskosnya bertambah dengan nilai maksimum 10.9.
Hal tersebut disebabkan karena pengaruh dari gaya gesek yang dihasilkan antara
dinding benda dan fluida yang dapat menimbulkan panas, sehingga semakin besar
nilai K, temperatur yang dihasilkan semakin besar.
Gambar 5.6 dan 5.7 menunjukkan profil kecepatan dan temperatur fluida
dengan variasi parameter sumber panas (heat generation) yaitu γ = 1, 5, 8, 10
dengan nilai Pr = 0.5, K = 0.2, a = 10, dan b = 5 . Gambar 5.6 menun-
jukkan bahwa semakin besar parameter sumber panas, semakin meningkat pula
kecepatannya. Kecepatan maksimum yang dihasilkan adalah 4.34. Sama halnya
dengan profil kecepatan, pada profil temperatur didapatkan hasil seperti Gambar
5.7 yaitu semakin besar parameter sumber panasnya, semakin meningkat pula
temperatur yang dihasilkan. Diketahui bahwa besar temperatur maksimumnya
adalah 0.12. Hal tersebut disebabkan karena bertambahnya parameter sumber
panas, mengakibatkan densitas fluida berkurang sehingga kecepatannya bertambah.
Selain itu, juga karena terjadi perpindahan panas pada fluida dan benda, yang dapat
mengakibatkan penambahan suhu dari parameter sumber panas tersebut, sehingga
secara otomatis temperatur yang dihasilkan semakin bertambah seiring dengan
bertambahnya nilai γ.
Gambar 5.8 dan 5.9 menggambarkan profil kecepatan dan temperatur aliran
fluida viskoelastik dengan variasi bilangan Prandtl Pr = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 dan nilai
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Gambar 5.7: Profil temperatur aliran fluida viskoelastik dengan variasi parameter
pembentukan panas (γ)
Gambar 5.8: Profil kecepatan pada fluida viskoelastik dengan variasi bilangan
Prandtl
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Gambar 5.9: Profil temperatur aliran fluida viskoelastik dengan variasi bilangan
Prandtl
γ = 1, K = 0.5, a = 10, dan b = 5 . Gambar tersebut menunjukkan bahwa besar
kecepatan dan temperatur menurun seiring dengan bertambahnya besar bilangan
Prandtl. Pada profil kecepatan, nilai maksimumnya 11, sedangkan temperatur
maksimumnya mendekati 0.25. Hal tersebut berdasarkan definisi dari bilangan Pr
yaitu parameter penentu panas yang merupakan perbandingan dari nilai viskositas
kinematika dengan diffusivitas panas, sehingga semakin besar Pr, temperatur dan
kecepatan yang dihasilkan semakin kecil. Selain itu, dengan bertambahnya nilai
Pr, densitas yang dihasilkan semakin besar, sehingga mengakibatkan kecepatan
dan temperaturnya berkurang. Pada profil kecepatan, nilai kecepatan konstan
sebesar 10 pada titik ≥ 0.3. Hal tersebut disebabkan karena adanya pengaruh
heat generation yang dapat menghambat aliran kecepatan yang semakin menjauh
dari body silinder.
Gambar 5.10 menunjukkan profil kecepatan untuk a > b pada aliran fluida
yang melewati silinder eliptik dengan variasi nilai a, yaitu a = 2, 7, 10, 15 dan nilai
Pr = 0.01, K = 0.2, γ = 1, dan b = 1. Pada gambar tersebut menunjukkan bahwa
kecepatan semakin kecil seiring dengan bertambahnya nilai a. Besar kecepatan
maksimum yang dihasilkan adalah 11. Sedangkan Gambar 5.11 menunjukkan
tentang profil kecepatan fluida viskoelastik dengan besar kecepatan maksimumnya
12. Hal tersebut disebabkan karena semakin besar luas penampang benda (benda
semakin blunt), kecepatan dan temperatur yang dihasilkan semakin kecil.
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Gambar 5.10: Profil kecepatan pada fluida viskoelastik dengan variasi nilai a
Gambar 5.11: Profil temperatur aliran fluida viskoelastik dengan variasi nilai a
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Gambar 5.12: Profil kecepatan pada fluida viskoelastik dengan variasi nilai b
Gambar 5.12 dan 5.13 menunjukkan profil kecepatan dan temperatur untuk
Gambar 5.13: Profil temperatur aliran fluida viskoelastik dengan variasi nilai b
b > a pada silinder eliptik dengan variasi nilai b, yaitu b = 2, 5, 10, 20. Profil
temperatur pada Gambar 5.12 dengan nilai Pr = 0.01, K = 0.2, γ = 1, dan
a = 1 menunjukkan bahwa semakin besar nilai b, kecepatan yang dihasilkan
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semakin kecil. Kecepatan maksimumnya mencapai nilai 11, begitu juga dengan
profil temperatur yang ditunjukkan pada Gambar 5.13, semakin besar nilai b,
temperatur yang dihasilkan semakin kecil dengan temperatur maksimum yang
dihasilkan adalah 10. Hal tersebut dikarenakan semakin besar luas penampang
benda, distribusi temperatur dan kecepatan yang dihasilkan semakin kecil.
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BAB VI
KESIMPULAN DAN SARAN
Bab ini menjelaskan tentang kesimpulan dari keseluruhan pembahasan dan
analisis yang telah dilakukan sebelumnya dan saran yang dapat diberikan oleh
penulis untuk pembaca yang dapat digunakan untuk pengembangan penelitian
selanjutnya.
6.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisa dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, maka
diperoleh kesimpulan bahwa:
1. Dalam variasi nilai K = 5, 6, 7, 8 dan menggunakan nilai Pr = 1,
γ = 1, a = 10, b = 5 ditunjukkan bahwa semakin besar nilai K,
distribusi kecepatan yang dihasilkan semakin kecil, sedangkan distribusi
temperaturnya meningkat. Hal tersebut dikarenakan timbulnya gaya gesek
antara dinding benda dan fluida yang dapat menimbulkan gesekan, sehingga
dapat menghambat aliran fluida dan menyebabkan kecepatan semakin kecil.
Adanya gesekan tersebut juga dapat menimbulkan panas, sehingga distribusi
temperatur yang dihasilkan semakin besar.
2. Dalam variasi nilai γ = 1, 5, 8, 10 dan menggunakan nilai Pr = 0.5,
K = 0.2, a = 10, b = 5 ditunjukkan bahwa semakin besar nilai γ,
distribusi kecepatan dan temperatur yang dihasilkan semakin besar. Hal
tersebut disebabkan karena bertambahnya parameter sumber panas, mengak-
ibatkan densitas fluida berkurang sehingga kecepatannya bertambah. Selain
itu, juga karena terjadi perpindahan panas pada fluida dan benda yang dapat
mengakibatkan penambahan suhu dari parameter sumber panas tersebut,
sehingga secara otomatis temperatur yang dihasilkan semakin bertambah
seiring dengan bertambahnya nilai γ.
3. Dalam variasi nilai Pr = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 dan menggunakan nilai γ = 1,
K = 0.5, a = 10, b = 5 ditunjukkan bahwa semakin besar nilai Pr,
distribusi kecepatan dan temperatur yang dihasilkan semakin kecil. Hal
tersebut berdasarkan definisi dari bilangan Pr yaitu parameter penentu panas
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yang merupakan perbandingan dari nilai viskositas kinematik dengan diffu-
sivitas panas, sehingga semakin besar Pr, temperatur dan kecepatan yang
dihasilkan semakin kecil. Selain itu, dengan bertambahnya nilai Pr, densitas
yang dihasilkan semakin kecil dan mengakibatkan kecepatan dan temper-
aturnya bertambah.
4. Dalam variasi nilai a = 2, 7, 10, 15 dan variasi nilai b = 2, 5, 10, 20 dengan
nilai Pr = 0.01, K = 0.2, γ = 1, b = 1 ditunjukkan bahwa distribusi
temperatur dan kecepatan yang dihasilkan semakin kecil. Hal tersebut
disebabkan karena semakin besar luas penampang benda, maka distribusi
temperatur dan kecepatannya semakin kecil.
6.2 Saran
Adapun saran yang diberikan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Metode beda hingga eksplisit lebih tepat digunakan untuk penyelesaian model
persamaan 1D.
2. Sebaiknya ditunjukkan distribusi skin friction dan temperatur dinding untuk
mengetahui profil kecepatan dan temperatur tepat pada permukaan dinding
silinder.
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LAMPIRAN
Lampiran 1. Perhitungan Komponen Tegangan Geser pada Persamaan
Momentum
Berdasarkan Persamaan (5.9) dan (5.10), akan dibuktikan bahwa τxy = τyx sebagai
berikut:
τxy = 2µ0
[
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
))
−
(
∂vj
∂xi
dii +
∂vj
∂xj
dij
)
−(
∂vi
∂xi
dij +
∂vi
∂xj
djj
)]
= 2µ0
[
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
))
−
(
∂v
∂x
1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)
+
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
))
−
(
∂u
∂y
1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)
+
∂u
∂y
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
)]
= µ0
[
∂v
∂x
+
∂u
∂y
]
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−
∂u
∂x
∂v
∂x
− 1
2
(
∂v
∂x
+
∂u
∂y
)(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
− ∂v
∂y
∂u
∂y
]
= µ0
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−(
∂u
∂x
∂v
∂x
+
∂v
∂y
∂u
∂y
)]
τyx = 2µ0
[
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂vj
∂xi
+
∂vi
∂xj
))
−
(
∂vj
∂xi
dii +
∂vj
∂xj
dij
)
−(
∂vi
∂xi
dij +
∂vi
∂xj
djj
)]
= 2µ0
[
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)]
− 2k0
[
V · ∇
(
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))
−
(
∂u
∂y
dii +
∂u
∂x
dij
)
−(
∂v
∂y
dij +
∂v
∂x
djj
)]
= µ0
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
− 2k0
[
V
(
∂
∂x
(
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))
+
∂
∂y
(
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)))
−(
∂u
∂y
(
1
2
(
∂v
∂y
+
∂v
∂y
))
+
∂u
∂x
(
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)))
−
(
∂v
∂y
(
1
2
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))
+
∂v
∂x
(
1
2
(
∂u
∂x
+
∂u
∂x
)))]
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= µ0
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−(
∂u
∂x
∂v
∂x
+
∂v
∂y
∂u
∂y
)]
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Lampiran 2. Penurunan Persamaan Komponen Stress Tensor pada
Penyelesaian Persamaan Momentum Sumbu x dan y
1. Turunan τxx terhadap x
∂τxx
∂x
=
∂
∂x
(
2µ0
∂u
∂x
− 2k0
[
u
∂2u
∂x2
+ v
∂2u
∂x∂y
− 2
((
∂u
∂x
)2
+
1
2
∂u
∂y
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
))])
= 2µ0
(
∂2u
∂x2
)
− k0
(
2
∂u
∂x
∂2u
∂x2
+ 2u
∂3u
∂x3
+ 2
∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
+ 2v
∂3u
∂2x∂y
−
8
∂u
∂x
∂2u
∂x2
− 2 ∂
2u
∂x∂y
∂v
∂x
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x2
− 4∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
= 2µ0
(
∂2u
∂x2
)
− k0
(
−6∂
2u
∂x2
.
∂u
∂x
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ 2u
∂3u
∂x3
+ 2v
∂3u
∂x2∂y
−
4
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
2. Turunan τxy terhadap y
τxy
∂y
=
∂
∂y
(
µ0
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−(
∂u
∂x
∂v
∂x
+
∂v
∂y
∂u
∂y
)])
= µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− 2k0
[
1
2
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
1
2
u
∂3u
∂x∂y2
+
1
2
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+
1
2
u
∂3v
∂x2∂y
+
1
2
∂v
∂y
∂2u
∂y2
+
1
2
v
∂3u
∂y3
+
1
2
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+
1
2
v
∂3v
∂x∂y2
−
∂2u
∂x∂y
∂v
∂x
− ∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
− ∂
2v
∂y2
∂u
∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
]
= µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− k0
[
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+ u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+
u
∂3v
∂x2∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
− 2 ∂
2u
∂x∂y
∂v
∂x
−
2
∂2u
∂x∂y
∂2v
∂x∂y
− 2∂u
∂y
∂2v
∂y2
]
= µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− k0
[
u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+
u
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
− 2∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
−
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2
∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
− 2∂u
∂y
∂2v
∂y2
]
3. Turunan τxy terhadap x
τxy
∂x
=
∂
∂x
(
µ0
(
∂u
∂y
+
∂v
∂x
)
− 2k0
[
u
2
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
+
v
2
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
−(
∂u
∂x
∂v
∂x
+
∂v
∂y
∂u
∂y
)])
= µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− 2k0
[
1
2
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
+
1
2
u
∂3u
∂x2∂y
+
1
2
∂u
∂x
∂2v
∂x2
+
1
2
u
∂3v
∂x3
+
1
2
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+
1
2
v
∂3u
∂x∂y2
+
1
2
∂v
∂x
∂2v
∂x∂y
+
1
2
v
∂3v
∂x2∂y
−
∂2u
∂x2
∂v
∂x
− ∂u
∂x
∂2v
∂x2
− ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂x∂y
]
= µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− k0
[
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
+ u
∂3u
∂x2∂y
+
∂u
∂x
∂2v
∂x2
+
u
∂3v
∂x3
+
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂x∂y2
+
∂v
∂x
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x2∂y
−
2
∂2u
∂x2
∂v
∂x
− 2∂u
∂x
∂2v
∂x2
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
− 2∂v
∂y
∂2u
∂x∂y
]
= µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− k0
[
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
− ∂
2v
∂x2
)
+ u
∂3u
∂x2∂y
+
u
∂3v
∂x3
+
∂v
∂x
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
− 2∂
2u
∂x2
)
+ v
∂3u
∂x∂y2
+ v
∂3v
∂x2∂y
−
2
∂u
∂x
∂2v
∂x2
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
− 2∂v
∂y
∂2u
∂x∂y
]
= µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− k0
[(
u
∂3u
∂x2∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
)
+(
u
∂3v
∂x3
− ∂u
∂x
∂2v
∂x2
)
+
(
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂y2∂x
)
+(
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂x2∂y
)
− 2∂
2u
∂x2
∂v
∂x
− 2 ∂
2u
∂x∂y
∂v
∂y
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
]
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4. Turunan τyy terhadap y
∂τyy
∂y
=
∂
∂y
(
2µ0
∂v
∂y
− 2k0
[
u
∂2v
∂x∂y
+ v
∂2v
∂y2
− 2
(
1
2
∂v
∂x
(
∂u
∂y
− ∂v
∂x
))
−
2
(
∂v
∂y
)2])
= 2µ0
∂2v
∂y2
− 2k0
[
∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
∂v
∂y
∂2v
∂y2
+ v
∂3v
∂y3
−
∂2v
∂x∂y
∂u
∂y
− ∂v
∂x
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
+
∂v
∂x
∂2v
∂x∂y
− 4∂v
∂y
∂2v
∂y2
]
= 2µ0
∂2v
∂y2
− 2k0
[
u
∂3v
∂x∂y2
− 3∂v
∂y
∂2v
∂y2
+ v
∂3v
∂y3
− ∂v
∂x
∂2u
∂y2
+
2
∂2v
∂x∂y
∂v
∂x
]
= 2µ0
∂2v
∂y2
− k0
[
2u
∂3u
∂x∂y2
+ 2v
∂3v
∂y3
− 2∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ 4
∂v
∂x
∂2v
∂x2
−
6
∂v
∂y
∂2v
∂y2
]
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Lampiran 3. Perhitungan Persamaan Momentum
Berdasarkan Persamaan (5.2) dan (5.3), diperoleh persamaan momentum sebagai
berikut:
1. Persamaan momentum pada sumbu-x
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+
∂τxx
∂x
+
∂τyx
∂y
+ Fx
= −∂P
∂x
+ 2µ0
(
∂2u
∂x2
)
− k0
[
−6∂
2u
∂x2
.
∂u
∂x
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x2
+
2u
∂3u
∂x3
+ 2v
∂3u
∂x2∂y
− 4∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
]
+ µ0
(
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− k0
[
u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+
u
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
− 2∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
−
2
∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
− 2∂u
∂y
∂2v
∂y2
]
+ Fx
= −∂P
∂x
+ µ0
(
2
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
+
∂2v
∂x∂y
)
− k0
[
−6∂
2u
∂x2
.
∂u
∂x
−
2
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ 2u
∂3u
∂x3
+ 2v
∂3u
∂x2∂y
− 4∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ u
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
+ v
∂3v
∂x∂y2
− 2∂u
∂x
∂2v
∂x∂y
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂v
∂y
∂2u
∂y2
− 2∂u
∂y
∂2v
∂y2
]
+ Fx
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
+
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
−
k0
[
u
∂3u
∂x3
+ u
∂
∂x
(
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
+ v
∂3u
∂x2∂y
+
v
∂
∂x
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
− 4∂
2u
∂x2
∂u
∂x
− 2∂u
∂x
(
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
− 2∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
− 2∂u
∂y
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
))
−
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+ u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+ v
∂3u
∂y3
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
− ∂v
∂y
∂2u
∂y2
]
+ Fx
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Berdasarkan persamaan kontinuitas yang diperoleh sebelumnya, yaitu:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
maka diperoleh persamaan
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
− k0
[
u
∂3u
∂x3
+ v
∂3u
∂x2∂y
−
4
∂2u
∂x2
∂u
∂x
− 2∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+ v
∂3u
∂y3
+
∂u
∂y
∂2v
∂x2
+
u
∂3u
∂x∂y2
+
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂v
∂y
∂2v
∂x∂y
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂v
∂y
∂2u
∂y2
]
+ Fx
karena
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
∂v
∂y
= −∂u
∂x
maka diperoleh
ρ
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
−
k0
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
−
∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂u
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+ 4
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
+ Fx
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
−
k0
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
−
∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂u
∂x
(
∂
∂x
(
∂v
∂y
+
∂u
∂x
)
+ 3
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
+ Fx
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ρ(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
−
k0
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
−
∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂u
∂x
(
3
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
+ Fx
atau dapat ditulis:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
(
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
)
−
k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+ v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
−
∂u
∂y
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂u
∂x
(
3
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
+
1
ρ
Fx
2. Persamaan momentum pada sumbu-y
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂y
+
∂τxy
∂x
+
∂τyy
∂y
+ Fy
= −∂P
∂y
+ µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
)
− k0
[(
u
∂3u
∂x2∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
)
+
(
u
∂3v
∂x3
− ∂u
∂x
∂2v
∂x2
)
+
(
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+
v
∂3u
∂y2∂x
)
+
(
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂x2∂y
)
− 2∂
2u
∂x2
∂v
∂x
−
2
∂2u
∂x∂y
∂v
∂y
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
]
+ 2µ0
∂2v
∂y2
− k0
[
2u
∂3u
∂x∂y2
+
k0
[
2u
∂3u
∂x∂y2
+ 2v
∂3v
∂y3
− 2∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ 4
∂v
∂x
∂2v
∂x2
−
6
∂v
∂y
∂2v
∂y2
]
+ Fy
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ρ(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂y
+ µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂x2
+ 2
∂2v
∂y2
)
−
k0
[(
u
∂3u
∂x2∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂x∂y
)
+
(
u
∂3v
∂x3
− ∂u
∂x
∂2v
∂x2
)
+(
∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ v
∂3u
∂y2∂x
)
+
(
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂x2∂y
)
−
2
∂2u
∂x2
∂v
∂x
− 2 ∂
2u
∂x∂y
∂v
∂y
− 2 ∂
2v
∂x∂y
∂u
∂y
+
2u
∂3u
∂x∂y2
+ 2v
∂3v
∂y3
− 2∂v
∂x
∂2u
∂y2
+ 4
∂v
∂x
∂2v
∂x2
−
6
∂v
∂y
∂2v
∂y2
]
+ Fy
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂y2
+
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
−
k0
[(
u
∂3u
∂x2∂y
+ u
∂3v
∂x∂y2
)
+ u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+(
v
∂3u
∂x∂y2
+ v
∂3v
∂y3
)
+ v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
((
2
∂2u
∂x2
+ 2
∂2v
∂x∂y
)
+
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
−
∂v
∂y
(
2
∂2u
∂x∂y
+ 2
∂2v
∂y2
+ 4
∂2v
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
+
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
−
k0
[
u
(
∂
∂x
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)))
+ u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
(
∂
∂y
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)))
+ v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
2
∂
∂x
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
+
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
−
∂v
∂y
(
2
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
+ 4
∂2v
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
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dengan mensubstitusikan persamaan kontinuitas, yaitu:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
didapat persamaan
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+
u
∂3v
∂x∂y2
+ v
(
∂
∂y
(
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
− ∂
2v
∂x2
)
− ∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
−
∂v
∂y
(
4
∂2v
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
selanjutnya substitusikan persamaan berikut:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
∂v
∂y
= −∂u
∂x
sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
+
∂u
∂x
(
4
∂2v
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂x∂y
− ∂
2v
∂x2
+ 4
∂2v
∂y2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
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ρ(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
((
∂2u
∂x∂y
+
∂2v
∂y2
)
− ∂
2v
∂x2
+ 3
∂2v
∂y2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
∂
∂y
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
− ∂
2v
∂x2
+ 3
∂2v
∂y2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
3
∂2v
∂y2
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
Maka diperoleh persamaan momentum pada sumbu-y berikut:
ρ
(
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
)
= −∂P
∂x
+ µ0
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
∂3v
∂x3
+ u
∂3v
∂x∂y2
+
v
∂3v
∂x2∂y
+ v
∂3v
∂y3
+
∂u
∂x
(
3
∂2v
∂y2
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+ Fy
atau dapat ditulis
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
= −1
ρ
∂P
∂y
+
µ0
ρ
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
[
u
(
∂3v
∂x3
+
∂3v
∂x∂y2
)
+
v
(
∂3v
∂x2∂y
+
∂3v
∂y3
)
+
∂u
∂x
(
3
∂2v
∂y2
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
+
1
ρ
Fy
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Lampiran 4. Penyederhanaan Persamaan Momentum dengan Menggunakan
Teori Persamaan Lapisan Batas
Persamaan momentum dengan menggunakan konsep lapisan batas diperoleh dari
proses penyederhanaan sesuai dengan besarnya permintaan di setiap masing-masing
suku dari persamaan momentum. Proses penyederhanaan menggunakan konsep
lapisan batas ditunjukkan oleh Ozisik (1985) dan Kasim (2014). Selanjutnya,
persamaan momentum dinotasikan ke dalam bentuk atau besaran non-dimensional,
yaitu 1 dan ∆, dengan 1 menunjukkan kecepatan dominan fluida bergerak dan ∆
menunjukkan perubahan suatu nilai kecepatan aliran yang sangan kecil. Karena
dalam penelitian ini arah aliran lebih dominan ke arah sumbu x, maka diperoleh
pemisalan dari bentuk-bentuk notasi berikut ini:
u ∼ 1, x ∼ 1, v ∼ ∆, y ∼ ∆, k0
ρ
∼ ∆2, µ0
ρ
∼ ∆2, g ∼ 1
Berdasarkan bentuk-bentuk notasi yang dimisalkan di atas, selanjutnya dilakukan
proses penyederhanaan persamaan momentum untuk persamaan momentum pada
sumbu x dan y.
1. Persamaan momentum pada sumbu-x
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
[
∂2u
∂x2
+
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x3
+
∂3u
∂x∂y2
)
+
v
(
∂3u
∂x2∂y
+
∂3u
∂y3
)
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
+
∂2v
∂x2
)
− 2∂v
∂x
∂2u
∂x∂y
−
∂u
∂x
(
3
∂2u
∂x2
− ∂
2u
∂y2
)]
− gx
Karena pemisalan notasi tersebut bertujuan untuk mendapatkan komponen-
komponen yang akan diamati dalam analisa berikutnya, maka nilai tekanan
(P ) tidak dinotasikan sebab tekanan merupakan komponen yang penting
dan sangat berpengaruh dalam penelitian ini, sehingga pasti digunakan
dalam proses analisa pada persamaan momentum. Sesuai dengan bentuk
atau besaran non-dimensional yang digunakan dalam pemisalan sebelumnya,
maka persamaan momentum pada sumbu x dapat dinyatakan dalam notasi
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sebagai berikut:
1
1
1
∆
1
∆
= ∆2
[
1
1
1
∆2
]
∆2
[
1
(
1
1
1
1∆2
)
∆
(
1
1∆
1
∆3
)
1
∆
(
1
∆1
∆2
1
)
∆
1
1
1∆
1
1
(
1
1
1
∆2
)]
1
Selanjutnya dilakukan operasi perkalian untuk mendapatkan nilai tiap suku
dari persamaan momentum. Misalka pada ruas kiri:
1
1
1
= 1, ∆
1
∆
= 1
Dengan cara yang sama dengan perolehan nilai tiap suku di ruas kiri, maka
diperoleh nilai tiap suku dari persamaan momentum berikut ini:
1 1 = ∆2
[
1
1
∆2
]
∆2
[(
1
1
∆2
)
(
1
1
∆2
) (
1
∆2
∆
1
)
1 1(
1
1
∆2
)]
1
atau dapat ditulis dengan
1 1 =
[
∆2 1
] [(
∆2 1
)
(
∆2 1
) (
1 ∆3
)
∆2(
∆2 1
)]
1
Karena dalam bentuk non-dimensional kecepatan dominan fluida bergerak
dinotasikan dengan 1, maka didapatkan persamaan momentum pada sumbu x
sebagai berikut:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= −1
ρ
∂P
∂x
+
µ0
ρ
[
∂2u
∂y2
]
− k0
ρ
[
u
(
∂3u
∂x∂y2
)
+
v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
(
∂2u
∂y∂x
)
+
∂u
∂x
(
∂2u
∂y2
)]
− gx
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2. Persamaan momentum pada sumbu-y
u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂y
= −1
ρ
∂P
∂y
+
µ0
ρ
(
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
)
− k0
ρ
[
u
(
∂3v
∂x3
+
∂3v
∂x∂y2
)
+
v
(
∂3v
∂x2∂y
+
∂3v
∂y3
)
+
∂u
∂x
(
3
∂2v
∂y2
− ∂
2v
∂x2
)
−
∂v
∂x
(
∂2v
∂x∂y
+
∂2u
∂y2
)
− 2∂u
∂y
∂2v
∂x∂y
]
− gy
Sama halnya pada persamaan momentum sumbu x, yaitu dengan menggu-
nakan bentuk atau besaran non-dimensional yang digunakan dalam pemisalan
notasi sebelumnya, diperoleh bentuk notasi untuk persamaan momentum
pada sumbu y berikut ini:
1
∆
1
∆
∆
∆
= ∆2
(
∆2
1
∆2
∆2
)
∆2
[
1
(
∆3
1
∆3
1∆2
)
∆
(
∆3
1∆
∆3
∆3
)
1
1
(
∆2
∆2
∆2
1
)
∆
1
(
∆2
1∆
1
∆2
)
1
∆
∆2
1∆
]
1
atau dapat ditulis dengan:
∆ ∆ =
(
∆4 ∆2
) [(
∆5 ∆3
)
(
∆5 ∆3
) (
∆2 ∆4
)
(
∆4 ∆
)
∆2
]
1
Hasil yang diperoleh hanya memuat nilai ∆, yaitu menunjukkan bahwa
persamaan momentum pada sumbu y mengalami perubahan nilai kecepatan
sangat kecil. Sehingga, pada analisa berikutnya persaman momentum pada
sumbu y tidak digunakan.
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Lampiran 5. Transformasi Persamaan Pembangun ke Persamaan
Non-dimensional
Berdasarkan persamaan non-dimensional pada Persamaan (5.33) sampai (5.35)
dan sesuai dengan kondisi batas pada Persamaan (5.36) dilakukan transformasi ke
persamaan non-dimensional dengan variabel non-dimensional berikut ini:
v =
a
ν
Gr−1/4v¯, θ = T¯ − T¯∞/qwa/k
x =
x¯
a
, y = Gr1/4
(
y¯
a
)
, u =
a
ν
Gr−1/2u¯
atau dapat ditulis
x¯ = xa, y¯ =
ya
Gr1/4
, T¯ − T¯∞ = θqwa
k
u¯ =
uν
aGr1/4
v¯ =
vν
aGr−1/4
Berikut perhitungan persamaan non-dimensional.
1. Persamaan kontinuitas
∂u¯
∂x¯
+
∂v¯
∂y¯
= 0
∂
∂(xa)
(
uν
aGr−1/2
)
+
∂
ya
Gr1/4
(
vν
aGr−1/4
)
= 0
ν
a2Gr−1/2
∂u
∂x
+
Gr1/4v
a2Gr−1/4
∂v
∂y
= 0
ν
a2Gr−1/2
∂u
∂x
+
ν
a2Gr−1/2
∂v
∂y
= 0
ν
a2Gr−1/2
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
)
= 0
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
sehingga diperoleh persamaan kontinuitas non-dimensional sebagai berikut:
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
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2. Persamaan momentum
u¯
∂u¯
∂x¯
+ v¯
∂u¯
∂y¯
= ν
[
∂2u¯
∂y¯2
]
+ gβ(T¯ − T¯∞)sin
(
x¯
a
)
− k0
ρ
[
u¯
(
∂3u¯
∂x¯∂y¯2
)
Ruas kiri:
u¯
∂u¯
∂x¯
+ v¯
∂u¯
∂y¯
=
(
uν
aGr−1/2
)
∂
∂(xa)
(
uν
aGr−1/2
)
+(
vν
aGr−1/4
)
∂
∂
(
ya
Gr1/4
)( uν
aGr−1/2
)
=
(
ν
aGr−1/4
)(
ν
aGr−1/4
)
1
a
u
∂u
∂x
+(
ν
aGr−1/4
)(
ν
aGr−1/2
)
Gr1/4
a
v
∂u
∂y
=
(
ν2
a3Gr−1
)
u
∂u
∂x
+
(
ν2
a3Gr−1
)
v
∂u
∂y
=
ν2
a3Gr−1
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
Ruas kanan:
= ν
∂2
∂
(
ya
Gr1/4
)2( uνaGr−1/2
)
+ gβ
(
θqwa
k
)
sinx−
k0
ρ
[(
uν
aGr−1/2
)
∂3
∂(xa)∂
(
ya
Gr1/4
)2( uνaGr−1/2
)
+
(
vν
aGr−1/4
)
∂3
∂
(
ya
Gr1/4
)3( uνaGr−1/2
)
−
∂
∂
(
ya
Gr1/4
)( uν
aGr−1/2
)
∂2
∂(xa)∂
(
ya
Gr1/4
)( uν
aGr−1/2
)
+
∂
∂(xa)
(
uν
aGr−1/2
)
∂2
∂
(
ya
Gr1/4
)2( uνaGr−1/2
)]
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=(
ν2Gr1/2
a3Gr−1/2
)
∂2u
∂y2
+ gβ
(
θqwa
k
)
sinx−
k0
ρ
[(
ν2Gr1/2
a5Gr−1
)
u
∂3u
∂x∂y2
+
(
ν2Gr1/2
a5Gr−1
)
v
∂3u
∂y3
−(
ν2Gr1/2
a5Gr−1
)
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
(
ν2Gr1/2
a5Gr−1
)
∂u
∂x
∂2u
∂y2
]
=
(
ν2Gr1/2
a3Gr−1/2
)
∂2u
∂y2
+ gβ
(
θqwa
k
)
sinx−
k0
ρ
(
ν2Gr1/2
a5Gr−1
)[
u
∂3u
∂x∂y2
+ v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂y2
]
Karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka didapatkan:
ν2
a3Gr−1
(
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
)
=
(
ν2Gr1/2
a3Gr−1/2
)
∂2u
∂y2
+ gβ
(
θqwa
k
)
sinx−
k0
ρ
(
ν2Gr1/2
a5Gr−1
)[
u
∂3u
∂x∂y2
+ v
∂3u
∂y3
−
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂y2
]
dengan membagi kedua ruas dengan ν
2
a3Gr−1 , maka diperoleh persamaan
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
=
∂2u
∂y2
+
gβqwa
k
.
a3Gr−1
ν2
θ sinx−
k0
ρ
(
Gr1/2
a2
)[
u
∂3u
∂x∂y2
+ v
∂3u
∂y3
−
∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
+
∂u
∂x
∂2u
∂y2
]
dengan Gr = gβ(aqw/k)a3/ν2, sehingga didapat persamaan momentum
non-dimensional sebagai berikut:
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
=
∂2u
∂y2
−K
(
∂
∂x
(
u
∂2u
∂y2
)
+ v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
+ θ sinx
dengan
Pr =
ν
α
, K =
k0Gr
1/2
ρa2
, γ =
a2Q0
νρCpGr1/2
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3. Persamaan energi
u¯
∂T¯
∂x¯
+ v¯
∂T¯
∂y¯
= α
∂2T¯
∂y¯2
+
Q0
ρCp
(T¯ − T¯∞)
Berdasarkan variabel non-dimensional yang telah ditentukan, maka perhi-
tungan persamaan energi dalam bentuk non-dimensional adalah sebagai
berikut:
Ruas kiri:
u¯
∂T¯
∂x¯
+ v¯
∂T¯
∂y¯
=
(
uν
aGr−1/2
)
∂
∂(xa)
(
θqwa
k
− T¯∞
)
+(
vν
aGr−1/4
)
∂
∂
(
ya
Gr1/4
)(θqwa
k
− T¯∞
)
=
(
uν
aGr−1/2
)(
qwa
ka
)
∂θ
∂x
+
(
vν
aGr−1/4
)(
qwaGr
1/4
aka
)
∂θ
∂y
=
(
νqw
akGr−1/2
)
u
∂θ
∂x
+
(
νqw
akGr−1/2
)
v
∂θ
∂y
=
(
νqw
akGr−1/2
)(
u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
)
Ruas kanan:
= α
∂2
∂
(
ya
Gr1/4
)2(θqwak − T¯∞
)
+
Q0
ρCp
(
θqwa
k
)
=
(
αqwaGr
1/2
a2k
)
∂2θ
∂y2
+
Q0
ρCp
θqwa
k
karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka didapat persamaan berikut:(
νqw
akGr−1/2
)(
u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
)
=
(
αqwaGr
1/2
a2k
)
∂2θ
∂y2
+
Q0
ρCp
θqwa
k
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Bagi kedua ruas dengan
(
νqw
akGr−1/2
)
, sehingga didapatkan
u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
=
(
αqwaGr
1/2
a2k
)(
aGr−1/2k
νqw
)
∂2θ
∂y2
+
Q0
ρCp
θqwa
k
(
aGr−1/2k
νqw
)
=
α
ν
∂2θ
∂y2
+
a2Q0
νρCpGr1/2
θ
dengan Pr = ν
α
dan γ = a
2Q0
νρCpGr1/2
, diperoleh persamaan momentum non-
dimensional sebagai berikut:
u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ
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Lampiran 6. Perhitungan Persamaan Similaritas
Berdasarkan persamaan non-dimensional, yaitu pada Persamaan (5.38) sampai
(5.40) dilakukan transformasi ke bentuk persamaan similaritas dengan menggu-
nakan fungsi aliran. Variabel dari fungsi aliran adalah sebagai berikut:
ψ = xf(x, y), θ = θ(x, y),
dengan ψ adalah fungsi aliran yang didefinisikan:
u =
∂ψ
∂y
, v = −∂ψ
∂x
,
sehingga diperoleh persamaan berikut:
1. Persamaan kontinuitas
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0
∂
∂x
(
∂ψ
∂y
)
+
∂
∂y
(
−∂ψ
∂x
)
= 0
∂2ψ
∂x∂y
− ∂
2ψ
∂x∂y
= 0
Persamaan kontinuitas yang dihasilkan bernilai nol, sehingga pada persamaan
similaritas ini, persamaan kontinuitas dapat diabaikan.
2. Persamaan momentum
u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
=
∂2u
∂y2
−K
(
∂
∂x
(
u
∂2u
∂y2
)
+
v
∂3u
∂y3
− ∂u
∂y
∂2u
∂x∂y
)
+ θ sinx
∂ψ
∂y
(
∂
∂x
(
∂ψ
∂y
))
− ∂ψ
∂x
(
∂
∂y
(
∂ψ
∂y
))
=
∂2
∂y2
(
∂ψ
∂y
)
−
K
(
∂
∂x
(
∂ψ
∂y
(
∂2
∂y2
(
∂ψ
∂y
))))
+(
−∂ψ
∂x
)
∂3
∂y3
(
∂ψ
∂y
)
−
∂
∂y
(
∂ψ
∂y
)
∂
∂x
(
∂
∂y
(
∂ψ
∂y
))
+
θ sinx
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∂ψ
∂y
= x
∂f
∂y
,
∂2ψ
∂y2
= x
∂2f
∂y2
,
∂3ψ
∂y3
= x
∂3f
∂y3
∂ψ
∂x
= f + x
∂f
∂x
,
∂2ψ
∂x∂y
=
∂f
∂y
+ x
∂2f
∂x∂y
maka didapat
x
∂f
∂y
∂
∂x
(
x
∂f
∂y
)
−
(
f + x
∂f
∂x
)
∂
∂y
(
x
∂f
∂y
)
=
∂2
∂y2
(
x
∂f
∂y
)
−
K
[
∂
∂x
(
x
∂f
∂y
)
∂2
∂y2
(
x
∂f
∂y
)
−(
f + x
∂f
∂x
)
∂3
∂y3
(
x
∂f
∂y
)
−
∂
∂y
(
x
∂f
∂y
)
∂
∂x
(
∂
∂y
(
x
∂f
∂y
))]
+
θ sinx
x
(
∂f
∂y
)2
+ x2
∂f
∂y
∂2f
∂x∂y
− xf ∂
2f
∂y2
− x2∂f
∂x
∂2f
∂y2
= x
∂3f
∂y3
−K
[
∂
∂x
(
x2
∂f
∂y
∂3f
∂y3
)
−(
f + x
∂f
∂x
)(
x
∂4f
∂y4
)
−(
x
∂2f
∂y2
)(
x
∂3f
∂x∂y2
+
∂2f
∂y2
)]
+
θ sinx
x
((
∂f
∂y
)2
−
(
f
∂2f
∂y2
))
+ x2
(
∂f
∂y
∂2f
∂x∂y
− ∂f
∂x
∂2f
∂y2
)
= x
(
∂3f
∂y3
−K
[
2
∂f
∂y
∂3f
∂y3
−
f
∂4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
])
−
Kx2
[
∂2f
∂x∂y
∂3f
∂y3
+
∂f
∂y
∂4f
∂x∂y3
− ∂f
∂x
∂4f
∂y4
−
∂2f
∂y2
∂3f
∂x∂y2
]
+ θ sinx
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atau dapat ditulis
x
(
∂3f
∂y3
+ f
∂2f
∂y2
−
(
∂f
∂y
)2
−K
[
2
∂f
∂y
∂3f
∂y3
− f ∂
4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
])
+
x2
(
−∂f
∂y
∂2f
∂x∂y
+
∂f
∂x
∂2f
∂y2
−K
[
∂2f
∂x∂y
∂3f
∂y3
+
∂f
∂y
∂4f
∂x∂y3
− ∂f
∂x
∂4f
∂y4
−
∂2f
∂y2
∂3f
∂x∂y2
])
= 0
selanjutnya dilakukan pembagian terhadap x, sehingga didapat:
∂3f
∂y3
+ f
∂2f
∂y2
−
(
∂f
∂y
)2
−K
[
2
∂f
∂y
∂3f
∂y3
− f ∂
4f
∂y4
− ∂
2f
∂y2
]
+
x
(
−∂f
∂y
∂2f
∂x∂y
+
∂f
∂x
∂2f
∂y2
−K
[
∂2f
∂x∂y
∂3f
∂y3
+
∂f
∂y
∂4f
∂x∂y3
− ∂f
∂x
∂4f
∂y4
−
∂2f
∂y2
∂3f
∂x∂y2
])
= 0
Pada titik stagnasi bagian terdekat dengan blunt body, yaitu x ≈ 0, diperoleh
persamaan sebagai berikut:
f ′′′ + ff ′′ − (f ′)2 + θ −K(2f ′f ′′′ − ff (4)− (f ′′)2) = 0
3. Persamaan energi
u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ
∂ψ
∂y
∂θ
∂x
− ∂ψ
∂x
∂θ
∂y
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ(
x
∂f
∂y
∂θ
∂x
)
−
((
f + x
∂f
∂x
)
∂θ
∂y
)
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ
x
∂f
∂y
∂θ
∂x
− f ∂θ
∂y
− x∂f
∂x
∂θ
∂y
)
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ
x
(
∂f
∂y
∂θ
∂x
− ∂f
∂x
∂θ
∂y
)
− f ∂θ
∂y
=
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ γθ
dapat ditulis
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ f
∂θ
∂y
+ γθ − x
(
∂f
∂y
∂θ
∂x
− ∂f
∂x
∂θ
∂y
)
= 0
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Pada titik stagnasi bagian terdekat dengan blunt body, didapatkan persamaan
energi sebagai berikut:
1
Pr
∂2θ
∂y2
+ f
∂θ
∂y
+ γθ = 0
atau
1
Pr
θ′′ + fθ′ + γθ = 0
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Lampiran 7. Program Matlab
c l c ; c l e a r a l l ; c l o s e a l l ;
%%P r a n d t l numbers
P r a n d t l ( 1 ) = 0 . 1 ;
P r a n d t l ( 2 ) = 0 . 2 ;
P r a n d t l ( 3 ) = 0 . 3 ;
P r a n d t l ( 4 ) = 0 . 4 ;
%%V i s c o u s e l a s t i c v a l u e
V i s c o e l a s t i c ( 1 ) = 5 ;
V i s c o e l a s t i c ( 2 ) = 6 ;
V i s c o e l a s t i c ( 3 ) = 7 ;
V i s c o e l a s t i c ( 4 ) = 8 ;
%%Heat g e n e r a t i o n
Gamma ( 1 ) = 1 ;
Gamma ( 2 ) = 5 ;
Gamma ( 3 ) = 8 ;
Gamma ( 4 ) = 1 0 ;
%%a v a l u e
a l p h a ( 1 ) = 1 0 ;
a l p h a ( 2 ) = 1 1 ;
a l p h a ( 3 ) = 1 2 ;
a l p h a ( 4 ) = 1 3 ;
%%b v a l u e
beta ( 1 ) = 3 ;
beta ( 2 ) = 3 . 5 ;
beta ( 3 ) = 4 ;
beta ( 4 ) = 4 . 5 ;
%%l e n g t h
d e l t a y = 0 . 0 2 5 ;
y =0: d e l t a y : 1 ;
M= l eng th ( y ) ;
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%%I n i t i a l c o n d i t i o n
f o r i =1 :M
t e t a ( i ) =10;
f ( i ) =10;
p ( i ) =10;
end
d i sp ( ’ 1 . Gamma ( f i x e d ) , Pr ( f i x e d ) , K( v a r i o u s ) , A(
f i x e d ) , B( f i x e d ) ’ ) ;
di sp ( ’ 2 . Gamma ( v a r i o u s ) , Pr ( f i x e d ) , K( f i x e d ) , A(
f i x e d ) , B( f i x e d ) ’ ) ;
di sp ( ’ 3 . Gamma ( f i x e d ) , Pr ( v a r i o u s ) , K( f i x e d ) , A(
f i x e d ) , B( f i x e d ) ’ ) ;
di sp ( ’ 4 . Gamma ( f i x e d ) , Pr ( f i x e d ) , K( f i x e d ) , A(
v a r i o u s ) , B( f i x e d ) ’ ) ;
di sp ( ’ 5 . Gamma ( f i x e d ) , Pr ( f i x e d ) , K( f i x e d ) , A( f i x e d )
, B( v a r i o u s ) ’ ) ;
p i l i h = input ( ’ p i l i h ( 1 , 2 , 3 , 4 o r 5 ) = ’ ) ;
f o r i t = 1 : 4
i f ( p i l i h ==1)
Pr =1;
K= V i s c o e l a s t i c ( i t ) ;
gama =1;
a =10;
b =5;
e l s e i f ( p i l i h ==2)
Pr = 0 . 5 ;
K= 0 . 2 ;
gama=Gamma( i t ) ;
a =10;
b =5;
e l s e i f ( p i l i h ==3)
Pr= P r a n d t l ( i t ) ;
K= 0 . 5 ;
gama = 0 . 5 ;
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a =10;
b =5;
e l s e i f ( p i l i h ==4)
Pr = 0 . 0 1 ;
K= 0 . 2 ;
gama = 0 . 5 ;
a= a l p h a ( i t ) ;
b =1;
e l s e i f ( p i l i h ==5)
Pr = 0 . 0 1 ;
K= 0 . 2 ;
gama =1;
a =1;
b=beta ( i t ) ;
e l s e
re turn ;
end ;
f o r i =1 :M
i f i ==1
p ( i ) =( f ( i +1)−f ( i +1) ) / ( 2 ∗ d e l t a y ) ;
e l s e i f ( i ==M)
p ( i ) =( f ( i −1)−f ( i −1) ) / ( 2 ∗ d e l t a y ) ;
e l s e
p ( i ) =( f ( i +1)−f ( i −1) ) / ( 2 ∗ d e l t a y ) ;
end
end
S = 1 ;
s inA = ( b / a ) ∗S ;
A= 1 / ( d e l t a y ˆ 2 ) ;
B=0.5− (2 .5∗K∗A) ;
C=−0.5−(1.5∗K∗A) ;
D=K∗A;
E=1−(4∗K∗A) ;
r1 = 1 / ( Pr ∗ d e l t a y ˆ 2 ) ;
r2 = 1 / ( 2∗ d e l t a y ) ;
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f o r i t m a x = 1 :40
f o r i =1 :M
%% Momentum
i f i ==1
p ( i ) = sqr t ( ( ( A∗p ( i +1) ) +((−2∗A) ∗p ( i ) ) +(A∗p ( i
+1) ) +(B∗p ( i ) ∗p ( i +1) ) +(C∗p ( i ) ∗p ( i +1) ) +(
t e t a ( i ) ∗ s inA ) + ( 0 . 5∗D∗p ( i ) ∗p ( i +2) ) −(0.5∗D
∗p ( i ) ∗p ( i ) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i +1) ∗p ( i +1) ) −(0.5∗
D∗p ( i +1) ∗p ( i +1) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i +1) ∗p ( i +1) ) )
/ E ) ;
e l s e i f ( i ==2)
p ( i ) = sqr t ( ( ( A∗p ( i +1) ) +((−2∗A) ∗p ( i ) ) +(A∗p ( i
−1) ) +(B∗p ( i ) ∗p ( i +1) ) +(C∗p ( i ) ∗p ( i −1) ) +(
t e t a ( i ) ∗ s inA ) + ( 0 . 5∗D∗p ( i ) ∗p ( i +2) ) −(0.5∗D
∗p ( i ) ∗p ( i ) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i +1) ∗p ( i +1) ) −(0.5∗
D∗p ( i +1) ∗p ( i −1) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i −1)∗p ( i −1) ) )
/ E ) ;
e l s e i f ( i ==M−1)
p ( i ) = sqr t ( ( ( A∗p ( i +1) ) +((−2∗A) ∗p ( i ) ) +(A∗p ( i
−1) ) +(B∗p ( i ) ∗p ( i +1) ) +(C∗p ( i ) ∗p ( i −1) ) +(
t e t a ( i ) ∗ s inA ) + ( 0 . 5∗D∗p ( i ) ∗p ( i ) ) −(0.5∗D∗p
( i ) ∗p ( i −2) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i +1) ∗p ( i +1) ) −(0.5∗
D∗p ( i +1) ∗p ( i −1) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i −1)∗p ( i −1) ) )
/ E ) ;
e l s e i f ( i ==M)
p ( i ) = sqr t ( ( ( A∗p ( i −1) ) +((−2∗A) ∗p ( i ) ) +(A∗p ( i
−1) ) +(B∗p ( i ) ∗p ( i −1) ) +(C∗p ( i ) ∗p ( i −1) ) +(
t e t a ( i ) ∗ s inA ) + ( 0 . 5∗D∗p ( i ) ∗p ( i ) ) −(0.5∗D∗p
( i ) ∗p ( i −2) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i −1)∗p ( i −1) ) −(0.5∗
D∗p ( i −1)∗p ( i −1) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i −1)∗p ( i −1) ) )
/ E ) ;
e l s e
p ( i ) = sqr t ( ( ( A∗p ( i +1) ) +((−2∗A) ∗p ( i ) ) +(A∗p ( i
−1) ) +(B∗p ( i ) ∗p ( i +1) ) +(C∗p ( i ) ∗p ( i −1) ) +(
t e t a ( i ) ∗ s inA ) + ( 0 . 5∗D∗p ( i ) ∗p ( i +2) ) −(0.5∗D
∗p ( i ) ∗p ( i −2) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i +1) ∗p ( i +1) )
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−(0.5∗D∗p ( i +1) ∗p ( i −1) ) + ( 0 . 2 5∗D∗p ( i −1)∗p (
i −1) ) ) / E ) ;
end
%% Energy
i f i ==1
t e t a ( i ) = ( ( ( r1 +( r2 ∗ f ( i ) ) ) ∗ t e t a ( i +1) ) + ( ( r1−(
r2 ∗ f ( i ) ) ) ∗ ( t e t a ( i +1) +(2∗ d e l t a y ) ) ) ) / ( ( 2 ∗
r1 )−gama ) ;
e l s e i f ( i ==M)
t e t a ( i ) = ( ( ( ( r1 +( r2 ∗ f ( i ) ) ) ∗ ( t e t a ( i −1)−(2∗
d e l t a y ) ) ) + ( ( r1−( r2 ∗ f ( i ) ) ) ∗ t e t a ( i −1) ) ) )
/ ( ( 2 ∗ r1 )−gama ) ;
e l s e
t e t a ( i ) = ( ( ( ( r1 +( r2 ∗ f ( i ) ) ) ∗ t e t a ( i +1) ) + ( ( r1−(
r2 ∗ f ( i ) ) ) ∗ t e t a ( i −1) ) ) ) / ( ( 2 ∗ r1 )−gama ) ;
end ;
end
end
%%Wall Tempera ture
t e t a w ( i t ) = t e t a ( i t +1) +(2∗ d e l t a y ) ;
i f ( i t ==1)
f i g u r e ( 1 ) ;
p l o t ( y , t e t a , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ P r o f i l Tempera tu r pada F l u i d a
V i s k o e l a s t i k ’ ) ;
y l ab e l ( ’\ t h e t a ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
f i g u r e ( 2 ) ;
p l o t ( y , p , ’ r : ’ , ’ LineWidth ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ P r o f i l La ju pada F l u i d a V i s k o e l a s t i k ’ ) ;
y l ab e l ( ’ f ’ ’ ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
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e l s e i f ( i t ==2)
f i g u r e ( 1 ) ;
p l o t ( y , t e t a , ’g−−’ , ’ LineWidth ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ P r o f i l Tempera tu r pada F l u i d a
V i s k o e l a s t i k ’ ) ;
y l ab e l ( ’\ t h e t a ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
f i g u r e ( 2 ) ;
p l o t ( y , p , ’g−−’ , ’ LineWidth ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ P r o f i l La ju pada F l u i d a V i s k o e l a s t i k ’ ) ;
y l ab e l ( ’ f ’ ’ ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
e l s e i f ( i t ==3)
f i g u r e ( 1 ) ;
p l o t ( y , t e t a , ’m−. ’ , ’ LineWidth ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ P r o f i l Tempera tu r pada F l u i d a
V i s k o e l a s t i k ’ ) ;
y l ab e l ( ’\ t h e t a ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
f i g u r e ( 2 ) ;
p l o t ( y , p , ’m−. ’ , ’ LineWidth ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ P r o f i l Kecepa tan A l i r a n F l u i d a
V i s k o e l a s t i k ’ ) ;
y l ab e l ( ’ f ’ ’ ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
e l s e
f i g u r e ( 1 ) ;
p l o t ( y , t e t a , ’ b l u e ’ , ’ L i n e w i d t h ’ , 2 . 5 ) ;
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t i t l e ( ’ Tempera tu r e P r o f i l e s wi th t h e V a r i a t i o n
o f V i s c o s i t y V a r i a b l e ’ ) ;
y l ab e l ( ’\ t h e t a ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
l egend ( ’K= 5 ’ , ’K = 6 ’ , ’K = 7 ’ , ’K = 8 ’ ) ;
f i g u r e ( 2 ) ;
p l o t ( y , p , ’ b l u e ’ , ’ L i n e w i d t h ’ , 2 . 5 ) ;
t i t l e ( ’ V e l o c i t y P r o f i l e s wi th t h e V a r i a t i o n o f
Heat G e n e r a t i o n P a r a m e t e r ’ ) ;
y l ab e l ( ’ f ’ ’ ( y ) ’ ) ;
x l ab e l ( ’ y ’ ) ;
hold on ;
l egend ( ’K= 5 ’ , ’K = 6 ’ , ’K = 7 ’ , ’K = 8 ’ ) ;
end ;
end ;
t e t a w
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